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Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Stellung und Aufgaben der Statistischen Physik

Bei der Beschreibung physikalischer Systeme haben wir bisher folgende “mikroskopische”
Theorien kennengelernt.

(i) klassische Theorien (deterministisch)

Mechanik: Lagrange—, Hamiltonformalismus, exakte Losungen beschrankt auf wenige Freiheits-
grade (Dreikorperproblem schon nicht mehr exakt 16sbar), Beschreibung von Gasen oder Festkorpern
mit 10%° — 10% Freiheitsgraden (FG) mittels der Losung von Bewegungsgleichungen ist hoff-
nungslos (Molekulardynamik < 10° FG).

Elektrodynamik: Elektromagn. Felder erhalten oo viele FG oder besser (L/A.)?, Comptonwel-
lenlénge A, = % ~24-10%m — 103FG/cm?

lineare Theorie, daher Losung durch Superposition moglich, aber Wechselwirkung mit Materie
— effektiv nichtlinear.

Selbst wenn wir im Prinzip die Bewegungsgleichungen 16sen konnten, sind die Anfangsbedin-
gungen unbekannt (deterministisches Chaos: starke Abhédngigkeit von den Anfangsbedingun-

gen).

(ii) Quantentheorie (Q-Mechanik, Q-Elektrodynamik)

dem Wesen nach eine statistische Theorie: Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, bei Messung
ein bestimmtes Ergebnis zu bekommen. Losung der Schrodingergleichung fiir 102 wechsel-
wirkende FG ebenfalls hoffnungslos.

Ziel der Statistischen Physik ist die Erkldarung der makroskopischen Eigenschaften (Druck, spe-
zifische Warme, Leitfdhigkeiten etc.) von Vielteilchensystemen, ausgehend von der mikrosko-
pischen Beschreibung, insbesondere von solchen Grofsen und Begriffen wie “Wirme”, “Tempe-
ratur”, “thermisches Gleichgewicht” etc, die zwar von Menschen erfahr- und beobachtbar sind,
aber in den mikroskopischen Theorien bisher nicht vorkommen. Zunéachst sieht dieser Versuch

hoffnungslos aus, es stellt sich aber heraus, da88 der scheinbare Nachteil, viele (~ 10?°) FG be-
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schreiben zu wollen, hier ein Vorteil ist: Fiir das makroskopische Verhalten kommt es nicht auf
die Details der vielen schnellen Variablen an, nur die langsamen Variablen, insbesondere die
Erhaltungsgrofien, spielen eine wichtige Rolle.

Zur Statistischen Physik gehoren:

i. Statistische (Quanten-) Mechanik, (Quanten-) Elektrodynamik

ii. Theorie ungeordneter Festkorper (es existieren fest im Festkorper eingebaute Verunrei-
nigungen, die statistisch verteilt sind) Theorien neuronaler Netze, der prabiologischen
Evolution von Molekiilen etc.

iii. Quantenmechanik in Pfadintegraldarstellung (<> ii13)

1.2 Zur Geschichte des Statistischen Physik

17. Jahrhundert (Ferdinand II): quantitative Messung der Temperatur (Alkoholthermometer)
18. Jahrhundert Celsius: Temperaturskala

Josef Black (1728-1799): erste exp. Untersuchungen zum Warmegleichgewicht sich  beriihren-
der Korper
1738 Bernoulli: p ~ nmv?

1802 Gay—-Lussac (1778-1850): Warmeausdehnung der Gase (latente Warme, Warme  als ela-
stische Fliissigkeit)

Benjamin Thompson (Graf Rumford) (1753-1814): Wesensgleichheit von =~ mechanischer und
Wairmeenergie

1822 ].B.]. Fourier (1768-1830): Warmeleitungsgleichung

1824 N.L.S. Carnot: Arbeitsfahigkeit der Warme, reversible Kreisprozesse

1841 J.P. Joule: Q ~ I*Rt (vom Strom produzierte Warmemenge)

184245 J.R. Mayer: Aquivalenz von Warme und Arbeit, Energieerhaltungssatz
1847 H.v. Helmholz: modernere Form des Energieerhaltungssatzes (1. Hauptsatz)

1848 W. Thomson (Lord Kelvin): Definition der thermodynamischen Temperaturskala iiber Carnot—
Prozef3

1850 W. Thomson + H. v. Helmholtz: 2. Hauptsatz der Thermodynamik
1857 R. Clausius: Herleitung der Zustandsgleichung fiir ideale Gase, mittlere freie Wegldange
1860 J.C. Maxwell: Maxwellsche-Geschwindigkeitsverteilung

1865 R. Clausius: “Entropie”, Neuformulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik
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186871 L. Boltzmann: Verallgemeinerung der Maxwell-Verteilung

1872 L. Boltzmann: H-Theorem

1873 van der Waals: Zustandsgleichung realer Gase

1876 L. Boltzmann: Transportgleichung

1876 J.W. Gibbs: thermodynamische Potentiale

1877 L. Boltzmann: S = kInW (in Worten): statistische Deutung der Entropie

1876/96/1909 Loschmidt, Zermelo, Mach, Ostwald: Kritik an der molekularen Basis der kineti-
schen Gastheorie Boltzmanns: reversible Gleichungen, Poincarésches Wiederkehrtheorem schein-
bar nicht vereinbar mit der Irreversibilitit makroskopischen Verhaltens.

1894 W. Wien: Strahlung schwarzer Koérper

1900 M. Planck: Strahlungsgesetz

1904/11 W. Nernst/M. Planck: 3. Hauptsatz der Thermodynamik

1911 Ehrenfest: begriffliche Grundlage der Qantenstatistik

1916/17 Chapman/Enskog: Erweiterung der Boltzmann—Gleichung

1924 Bose/A. Einstein: Bose-Einstein—Statistik

1925/26 W. Pauli/E. Fermi: Fermi-Dirac— Statistik

1931 L. Onsager: Theorie irreversibler Prozesse

1937 L. Landau: Theorie der Phaseniibergdnge, Erweiterung auf Supraleiter mit Ginzburg 1950
1943 Chandrasekhar, Fowler: Anwendung stochastischer Methoden in Physik und Astronomie

1944 L. Onsager: exakte Losung des 2D Isingmodells (einfaches Modell fiir Magnetismus und
andere kooperative Phanomene)

1956 Bardeen, Cooper, Schrieffer: Erklarung der Supraleitung als Bosekondensation
1956-58 Landau: Theorie der Fermifliissigkeiten

Seit ca. 1960 Matsubara, Abrikosov, Gorkov, Dzyaloshinskii.... Anwendung quantenfeldtheorischer
Methoden in der Statistischen Physik

1966 Kubo: Fluktuations—Dissipations—-Theorem
Seit ca. 1970— Haken, Prigogine... Strukturbildung fern ab vom Gleichgewicht

Wilson, Fisher, Wegner,...: Renormierungsgruppenmethode fiir stark korrelierte Systeme Flory, de
Gennes... Behandlung von Polymeren, Fliissigkristallen... mit statistischen Methoden Hawking—
Verdampfung Schwarzer Locher,

Seit ca. 1975 Hopfield, Amit,... Theorie neuronaler Netzwerke

Seit ca. 1985 Bouchaud, ... Anwendung von Methoden der Statistischen Physik in der Okonomie
(“Phynance,,)



Kapitel 2

Boltzmanns Zugang zur Statistischen
Physik

2.1 Klassische Mechanik

In der Mechanik haben wir verschiedene Beschreibungsmoglichkeiten fiir den Zustand eines
Systems mit f Freiheitsgraden kennengelernt.

Grundlage des Lagrange-Formalismus ist die Lagrangefunktion, eine Funktion der verallgemei-
nerten Koordinaten gy, ..., g ¥ (die wir zusammenfassend als g notieren) und der Geschwindig-
keiten 41,..., 4y (kurz ¢), die im allgemeinen explizit von der Zeit abhingt: L = L(q,4,t). Die
Bewegung wird durch die Euler-Lagrange-Gleichungen

doL oL _

dt aqz E)ql N
sowie die Anfangsbedingungen 4;(0) = ¢° und §;(0) = 47 bestimmt.
Alternativ hierzu existiert der Hamilton-Formalismus, bei dem man aus der Hamiltonfunktion
H(q, p,t), welche von den verallgemeinerten Koordinaten ¢; und den kanonisch konjugierten
Impulsen p; = dL/d4g; abhdngt, die Bewegungsgleichungen 4; = dH /dp; und p; = —0H /9g;
erhalt.

Zusammenhang zwischen Lagrange— und Hamiltonformalismus:

far far, Lo _
dL = ; T%dqi + ; afqidqi = Z [aqidqi + Pidql}

i=1

S ToL
= ) [aqidqz' + d(pifi) — g dPi]

al -
i

Der mikroskopische Zustand eines Systems ldf3t sich eindeutig durch die Angabe der Werte
der kanonischen Variablen zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ festlegen. Diese entsprechen den

—_

g

f fr oH oH
pigi | = —dH =) [pidgi — gidpi] = ) | —5—dgi — 5 —dp;
i=1 9; i

i=1

Il
—_
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Komponenten des Vektors

=

X=(q,---. 95 P1,---, Pf) = (q,p)

mit 2f Komponenten. Wir werden im Folgenden héaufig die abkiirzende Schreibweise ohne
die Indizes fiir die q; und p; verwenden. Dieser Vektor ist ein Element des 2 f-dimensionalen
Phasenraums, fiir den wir das Symbol I' (und deshalb auch die Bezeichnung ,I'-Raum”) be-
nutzen wollen: X € T. X bezeichnen wir auch als Phasenpunkt. Fiir das Volumenelement bei
Integrationen {iber Teile des Phasenraums fithren wir noch eine Abkiirzung ein:

Die zeitliche Entwicklung des Systems findet ihre Entsprechung in der Bewegung von X =
X(t) durch den Phasenraum. Wegen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gilt

X0 =6 = (-5,

e
Da die Angabe des mikroskopischen Zustands X (t) zu einem gewissen Zeitpunkt t zusammen

mit den Bewegungsgleichungen das Verhalten des Systems fiir alle Zeitpunkte ' # t eindeutig
festlegt, ist klar, daf sich Trajektorien im Phasenraum nicht schneiden kénnen.

Reversibilitat der klass. Mechanik und Elektrodynamik: Bei abgeschlossenen Systemen, bei
denen der Hamiltonian nicht explizit von der Zeit abhdngt, kann H in der Form

fo1

7-[:Z’Zm

i=1

e; 2
: (Pi - zAi) +V(q,---,q5)
1
geschrieben werden. A; ist die entsprechende Komponente des Vektorpotentials am Ort x; des
Teilchens I (i = 1,2,3 bezeichnet die x, y, z-Komponente des Teilchens 1, i = 4,5,6 die des
Teilchens 2 usw.. Entsprechend gilt A; = Ay(x1), A2 = Ay(x1)).

Unter der Transformation p;(t) = —pi(t'), Ai(t) = —AL(t'), qi(t) = qi(t') bleibt H invariant.
Es folgen daher die gleichen Bewegungsgleichungen fiir die gestrichenen und ungestrichenen
Grofsen:

oH ., OH'  dgt) ., ,
e %(t)——ap; =Ty = —4;(t')
87—[__,‘ _i,,_iﬂi,,__iﬂ@%'
S = =gt = (5) api) = (§)
d ,, , oH’
e T i(t) _8q§

Mit t' = —t gilt daher

—i(t), t=0 4i(0) = —4;(0)
d.h. zu jeder Trajektorie g;(t) gibt es eine Trajektorie
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qi(t) = qi(=t), pi(t) = —pi(=t) |

die sich nur durch die Laufrichtung unterscheidet. Wir haben hierzu annehmen miissen, dass
in Gegenwert eines Magnetfeldes B = V x A auch dieses umgekehrt wird (A — —A).

Betrachten wir die Maxwellschen Gleichungen

V-E = 4mp
VB =0
VXE = 198
c ot
47, 190
VxB = —j+ o

und beriicksichtigen, daf sich j = YN, ¢;%;0(x — x;) schreiben ldsst (x; = (41,42,43), X2 =
(94,95,96), - - .), dann sieht man, da8 der Ubergang B(t) = —B/(t), 4;(t) = —4i(t'), ' = —t die
Maxwellschen Gleichungen invariant ldsst. Berticksichtigt man also, dafd die elektromagneti-
schen Felder durch bewegte Ladungen entstehen, dann fiihrt eine Umkehr aller Impulse zum
Zeitpunkt t = 0 zu einer Umkehr im Durchlauf aller Trajektorien und auch die Richtung des
Magnetfelds kehrt sich um. Wird das Magnetfeld von auflen erzeugt, muss man das Magnet-
feld zusétzlich “von Hand” umdrehen.

Abbildung 2-1: Zeitumkehrinvarianz

Diese Reversibilitdt der mikroskopischen Bewegungsgleichungen steht im Widerspruch zu un-
serer Alltagserfahrung, bei der wir eine Umkehrung des Prozesses a - d nicht beobachten.

ErhaltungsgroBen. Fiir die zeitliche Ableitung einer Funktion A(X(t),t) des Zustandes gilt:
d <8A oH 0JA 87—[> 0A dA

aA(f{(t),t) :Zi: +or = {’H,A}+§,

9q; 9pi  9p; 9q;
wobei rechts die Poissonklammer { } auftritt. A ist eine Erhaltungsgrofe (oder auch Bewe-

gungsintegral), wenn d A /dt = 0. Falls A nicht explizit von t abhédngt, ist dies gleichbedeutend
mit dem Verschwinden der Poissonklammer.



Abbildung 2-2: Irreversible Ausdehnung eines Gases

Ein abgeschlossenes mechanisches System hat 2f — 1 Bewegungsintegrale (die Losungen der
Bewegungsgleichungen enthalten 2f freie Konstanten, da die Bewegungsgleichungen eines
abgeschlossenen Systems die Zeit nicht explizit enthalten, ist der Zeitnullpunkt tq beliebig,
d.h. eine Konstante kann in Form einer additiven konstanten Zeit ¢, gewéahlt werden, daher
verbleiben 2f — 1 Konstanten.

qi = qi(t +to,c1,. .., C2p 1)

pi = pi(t +to,c1,. .., C2p-1)

Nicht alle Bewegungsintegrale (oder Erhaltungsgrofsen) sind gleich wichtig, insbesondere fin-
det man siei.a. nicht. Wichtige Bewegungsintegrale sind die additiven Erhaltungsgrofsen Ener-
gie Ey = H(p,q), Impuls Py = P(p,q) und Drehimpuls £y = L(p,q), die aus der Homoge-
nitit der Zeit (d.h. H hdngt nicht explizit von t ab) bzw. der Homogenitit und der Isotropie
des Raumes folgen.

Fiir die meisten Anwendungen in der statistischen Mechanik sind die Impuls—und Drehimpul-
serhaltung nicht gegeben, da wir z.B. unter experimentellen Bedingungen Gasatome in einem
Behilter, der die Homogenitdt und Isotropie des Raumes verletzt, einsperren. Es bleibt also die
Energieerhaltung, so daf die Trajektorie X(t) auf der Energiefliche H(X) = E; liegt.

Determinismus. Durch die Vorgabe der Werte fiir q1,...,q¢,p1,..., Py zu einem bestimmten
Zeitpunkt ist die weitere zeitliche Entwicklung des betrachteten Systems eindeutig festgelegt.
Daraus folgt, das Phasenraumtrajektorien sich nicht schneiden kénnen, denn von einem sol-
chen Schnittpunkt aus waren mehrere Moglichkeiten fiir die weitere Entwicklung vorhanden.

Die Ensemble-Fliissigkeit, Liouville-Gleichung. Zur Vorbereitung spaterer Untersuchungen
betrachten wir jetzt nicht mehr ein einzelnes System, sondern eine grofie Anzahl N/ von Kopien
desselben Systems, welche im Phasenraum je einen Punkt X, (v = 1..N) darstellen. (Wir
studieren z.B. das System unter verschiedenen Anfangsbedingungen.) Diese Punkte bewegen
sich ganz analog zu nicht wechselwirkenden Fliissigkeitsteilchen, und deshalb spricht man
auch von der Ensemble-Fliissigkeit (oder kurz vom Ensemble).

Bezeichnen wir also mit

N
No(X,t) = ;5()2— Xy (1))

die Punktdichte (oder Phasendichte) der Ensemble-Fliissigkeit an einem Punkt X, wobei der
Vorfaktor AV lediglich fiir die Normierung

/p(ql,...,pf,t) dr =1
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sorgt, so gilt offenbar die Kontinuititsgleichung

0= E’—‘O-de( Xp) = % —I—Xgradp+pd1vX
ot ot
Gradient und Divergenz sind dabei beziiglich g1, ..., qf,p1,. .., py zu bilden.
Aus den Bewegungsgleichungen erhilt man

9 f o PH A
ot () E (i ) -

dq;0p;  9Ip;9q;

Dabher folgt fiir die substantielle Ableitung der Dichte p(X, t), die die zeitliche Anderung im
mitbewegten Bezugssystem beschreibt,

a _ oy oo I Mo Do
at aﬁXgrad’J_aﬁZaplaql o0 op; ot T ek =0

wobei wir die Kontinuitdtsgleichung benutzt haben. Physikalisch bedeutet dies, dafy die Dich-
te der Ensemble—Fliissigkeit um einen sich bewegenden Phasenpunkt wiahrend der Bewegung
konstant bleibt, d.h., die Ensemble-Fliissigkeit ist inkompressibel. Dies ist der Inhalt des

Liouville-Theorems. Die Einfachkeit des Resultats folgt aus divX = 0, diese Bedingung ist
i.a. nicht mehr erfiillt, wenn wir statt der p; die 4; zum Aufspannen des Phasenraumes benut-
zen. Der Hamiltonische Formalismus ist daher gegeniiber dem Largrange-Formalismus in der
Statistischen Physik vorzuziehen.

Ein Volumen im Phasenraum é&ndert demnach unter dem Flufs zwar im allgemeinen seine
Form, aber der Wert des Volumens bleibt konstant. Dieses “Prinzip der Erhaltung des Pha-
senvolumens” laft sich wie folgt zeigen. Wir betrachten ein kleines Volumenelement dI' =
dqy - - -dps zum Zeitpunkt t. Zum Zeitpunkt t' = t + T hat sich das Volumenelement in das
Element dI” = dgqy’ - - - dpf’ unter der Wirkung der Bewegungsgleichungen entwickelt:

7 =qi(t+7) = qi(q(t), p(t), T);  pi = pi(t+7) = pi(q(t), p(t), T)

Die Zeitentwicklung der Trajektorie kann als kanonische Transformation angesehen werden.

Wir erhalten deshalb , ,
gy p f)
I(q1-- - pr)
~———

D=1 bei kanonischer Trf.

dr’ = dI' =dI

. Wir integrieren jetzt {iber das Ausgangsgebiet 'y und fithren dann die obige kanonische Trans-
formation aus, bei der sich auch die Grenzen transformieren:

d
r :/dF:/dF’:F —>—/sz0
ol . 5 T4 T

Anschauliche Begriindung (fiir ein kleines Gebiet): Phasenpunkte, die I'y einschliefSen bewe-
gen sich nach den Hamiltonschen Gleichungen, Trajektorien kénnen sich nicht schneiden —
Zahl der Phasenpunkte in I’y bleibt konstant, d.h. I'y und I'; enthalten dieselbe Anzahl von
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Abbildung 2-3: Ausbreitung eines Volumens im Phasenraum

Punkten. Aulerdem bleibt die Dichte konstant: p(q(t), p(t),t) = p(4(0), p(0),0) — Volumina
bleiben gleich.

Daraus ergeben sich sofort einige Folgerungen:

(i) Beispielsweise ist fiir eine nur von der Dichte abhidngige Funktion F(p) das Integral tiber
den Phasenraum eine Erhaltungsgrofie:

st froar =t 5[ #(ow)arc [ r(p0)aro]
_ E%i [/rtF(p(0)>dFt—/FOP<p(O))dI“0} — 0.

(ii) Jede Dichteverteilung p ist dann und nur dann stationdr (nicht explizit zeitabhéngig), wenn

p entlang jeder Trajektorie konstant ist: denn da dp/dt = —Xgradp = 0 folgt dp/dt = 0 falls
grad p = 0. Insbesondere ist jede Verteilung p(7{), die nur eine Funktion des Hamiltonopera-
tors ist, stationdr (obwohl dies nicht die einzigen stationdren Verteilungen sind), denn dann gilt
{#,p} = 0 und damit dp/9t = 0.

Poincarés Wiederkehrtheorem Wir wollen im Folgenden die Bewegung der Punkte X(t) im
Phasenraum etwas genauer untersuchen. Dazu nehmen wir an, daf8 der Flacheninhalt w(E) =
JdT'6(E — H) der gesamten Hyperfliche H(q1...ps) = E endlich ist. Dies ist z.B. der Fall,
wenn die Teilchen auf ein rdumlich endliches Gebiet beschrankt sind und die Gesamtenergie
des Systems begrenzt ist.

Das Poincarésche Wiederkehrtheorem sagt dann aus, daf$ die Phasenraumtrajektorie aus (fast)
jedem Ausgangspunkt Xo = X(to) nach einer hinreichend langen Zeit wieder in eine beliebig
kleine Umgebung von X zuriick gelangt. Die Menge der Punkte, fiir die diese Aussage nicht
gilt, hat das Maf3 Null (d.h. der Flicheninhalt dieser Punktemenge verschwindet).

Zum Beweis betrachten wir ein beliebig gewdhltes aber endliches Gebiet B um Xo=X (to), Xo €
B, auf der Hyperfliche # = E. Nach dem Poincarésche Wiederkehrtheorem wird die Tra-
jektorie X (t) nach einer endlichen Zeit wieder in das Gebiet B gelangen. Wir wollen jetzt
zundchst annehmen, daf8 das Poincarésche Theorem nicht gilt, d.h. daf} die Trajektorie nicht
nach B zuriickgelangt und dann zeigen, daff dies zum Widerspruch zur Eingangsannahme
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tiithrt. Wir betrachten hierzu die Bewegung der urspriinglich in B liegenden Punkte zu den
Zeiten tg + T, to + 27, . .. diese bilden die Gebiete By, By, . . .. Nach obiger Annahme kénnen wir
das T so grofs wihlen, dafs By nicht mit B tiberlappt (anderfalls wire das Poncarésche Theorem
jaerfiillt). By "B =0, k = 1,.... Dann ist aber auch B, N By = 0, Vk, n, denn hitten B,, und By
Punkte gemeinsam, dann auch B,,_; und Bj_; etc. bis hin zu B und By_,,. Nach dem Liouville
Theorem nun ist der Flicheninhalt aller Gebiete gleich |B| = |B1| = ... = |By|. Hieraus folgt,
dafs das gesamte Maf3 aller Gebiete beliebig grofs wird

IBUB1UByU...UBN| = (N+1)|B| > w(E)

fir N > N,. Letzteres ist aber im Widerspruch zu unserer Annahme {iber die Endlichkeit der
Hyperflache. Damit ist gezeigt, dafs die Trajektorie nach B zuriickgelangen muf3, was zu bewei-
sen war. Die typische Wiederkehrzeit t,, ist von der Ordnung t;, ~ NN ~ (1020)10% > 101

P.—A Z

Abbildung 2-4: Bewegung auf der Hyperfliche H = E

Abbildung 2-5: Abbildung des Gebiets B ohne Riickkehr

B‘l

‘ B,NB#0
( Trajektorien koennen sich
nicht schneiden )

B B,
B, °

Abbildung 2-6: Abbildung des Gebiets B mit Riickkehr

Jahre (Alter des Universums).

2.2 Mikro- und Makrovariable, thermisches Gleichgewicht

Wir betrachten jetzt die im Bild 2.2 schematisch dargestellte Situation. Nach Offnung des Schie-
bers zwischen den beiden Hilften des Kastens stromt das Gas in die zuvor leere Hilfte, um
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nach einiger Zeit einen Zustand praktisch homogener Dichte einzunehmen, den wir “thermi-
sches” Gleichgewicht nennen. Eine Umkehrung dieses Vorgangs in einem makroskopischen
System wurde nie beobachtet.

Boltzmanns Problem bestand nun in der Frage: Wie kann man das irreversible Verhalten ma-
kroskopischer Systeme aus den reversiblen mikroskopischen Grundgleichungen erkliren?
Wie erreicht ein isoliertes (d.h. konservatives) mechanisches System, das aus einer grofien An-
zahl N von Teilchen besteht, das “thermische Gleichgewicht”, in dem alle makroskopischen
Variablen (hier z.B. die Dichte) stationdre Werte annehmen? Gelegentlich wird dies der 0.
Hauptsatz der Warmelehre genannt. Offenbar steht dies im scheinbaren Widerspruch zur Zeit-
umkehrinvarianz und zum Poincaréschen Wiederkehrtheorem.

Boltzmanns Leistung bestand darin zu sehen, dafs sich der Widerspruch auflost, wenn man den
Unterschied zwischen den Niveaus der Beobachtung oder Beschreibung auf dem mikrosko-
pischen und dem makroskopischen Niveau beachtet. Auf makroskopischem Niveau ist uns
nur eine begrenzte Zahl von Observablen zuganglich.

“Thermisches Gleichgewicht” ist eine makroskopische Bezeichnung, hierzu braucht man nicht
die genaue Bahn des Punktes X im T-Raum zu kennen. Das thermische Gleichgewicht ist durch
eine kleine Zahl m (< N) von Grofien charakterisiert, die das makroskopische Verhalten des
Systems beschreiben.

Mit Boltzmann betrachten wir als wichtiges Beispiel zundchst den Fall des idealen klassischen
Gases (d.h. eines Gases aus gleichartigen Atomen, die nur tiber Stéfie wechselwirken), bei dem
N Atome mit der Gesamtenergie E in einem Kasten mit dem Volumen V eingesperrt sind.
Der mikroskopische Zustand wird durch den Punkt X(t) = (g;-- - psn) im I- Raum, oder
dquivalent durch die Position der N Punkte (r;, p;) im 6-dimensionalen y-Raum gegeben. (Der
p-Raum ist der Phasenraum fiir ein Teilchen. Historisch gesehen hat erst Gibbs den '-Raum
eingefiihrt, die Ideen von Boltzmann lassen sich aber durch die Verwendung des I'-Raums
noch anschaulicher formulieren.) Zur makroskopischen Beschreibung des Systems teilt man
den p-Raum in m kleine aber endliche Zellen i = 1...m auf und mifst die Anzahl N; der
Teilchen in den einzelnen Zellvolumina w;. Dabei wahlen wir die Zellgroien so, daff 1 <
N; < N gilt.

Grenzfille: (i) m = m,,;, = 1 jeder Zustand gehort zum gleichen Makrozustand (wenig sinn-
voll)

(i) m = Mya = Zahlder Mikrozustinde (= [ [ dI'/(27h)f). In diesem Fall
=E

H=
bestimmen die Besetzungszahlen N; vollstindig den Mikrozustand. Dies verletzt i.a. die Be-
dingung N; > 1.
m
Der Makrozustand ist also durch das m-Tupel {Nj,..., Ny}, ¥ N; = N, charakterisiert. Be-
i=1
zeichnet man die Energie eines Teilchens in der Zelle i mit ¢;, so gilt } ¢;N; = E (streng ge-
i
nommen miissen wir bei der Energiemessung eine gewisse Unschdrfe AE = NAg,,;x zulassen,

wobei Aégy, die maximale Energieunschérfe einer Zelle ist).
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Mikrozustand Makrozustand

X (t) im I — Raum (1 Punkt) Besetzungszahlen {Nj, ..., N, }
oder der Zellen i im y-Raum

{ri(t),pi(t),i =1...N}im p-Raum (N Punkte)

Abbildung 2-7: Phasenraum und p-Rau

Jeder Punkt X im I-Raum entspricht einem bestimmten {Nj, - - - , Ny,
kehrt. Alle X zum gleichen Makrozustand M bilden das Gebiet I'(
raum.

}-Tupel aber nicht umge-
) = I'({N;}) im Phasen-

Wir wollen annehmen, daf3 alle Teilchen physikalisch gleichartig, aber unterscheidbar sind (z.B.
durch N verschiedene Farben). Wir interessieren uns jetzt fiir das Gebiet im Phasenraum-
['(M)=T({Ny,...,Ny}) =Ty, das zu einem Makrozustand M gehort. Dessen Betrag ist:

N! Ni N
|F(M) ://dqldp3N:mwllwzzer;{m

m
Der Vorfaktor N!/ ] N;! entspricht der Zahl der Moglichkeiten, N gleichartige klassi-
i=1

sche Teilchen auf m Zellen mit N7, N, - - - , N,;; Teilchen aufzuteilen. Im Sinne der klassischen
Physik sind Teilchen immer unterscheidbar, da man ihre Trajektorie verfolgen kann. Betrach-
tet man die Teilchen als gleichartig und nicht unterscheidbar (manche Autoren nennen solche
Teilchen identisch), dann fehlt der Faktor N!.(Letztlich ist die Annahme der Unterscheidbar-
keit von Teilchen, die in allen ihren physikalischen Eigenschaften tibereinstimmen, eine Fiktion
der klassischen Physik, die uns noch Korrekturen abnétigen wird.) Es wird sich herausstellen,
daB8 die Phasenraumvolumina |T| zu verschiedenen Makrozustdnden ganz unterschiedliche
Grofse haben.

m
Wir suchen jetzt das Maximum von I'({N; } ) unter den Nebenbedingungen Y N; = N,
i=1 i
E. Technisch ist es zweckméBiger, das Maximum von In[I'{N;}/const.] zu berechnen.

m
Nie; =
-1
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Damit das Argument des Logarithmus dimensionslos ist, mufs const. die Dimension einer
(Wirkung)gN haben. Unten werden wir const. = #3N mit der Planckschen Konstante & wihlen.
Im Moment spielt die Wahl der Konstanten tiberhaupt keine Rolle. Zur Berticksichtigung der
Nebenbedingungen addieren wir diese mit den Lagrange-Multiplikatoren (—a) und —: ®{N;} =
In[T{N;}/const.| + (—a) /"4 N; — BY; ¢iN; = Maximum.

Zur Bestimmung des Maximums von ®{N;} betrachten wir die Differenz

®{N; + AN;} — ®{N;} = i( )AN; + O(AN?).
i=1

Als notwendige Bedingung fiir ein Extremum mufs der Koeffizient von AN; verschwinden.
Weiter benutzen wir die Stirlingsche Formel:

o] [ee]

NI=T(N+1) = /efttth:/ NIt g
0

o
- I _ 27tn
~ ¢ N+N1nN/€ J(t-N)?/Ngt — p~N+NInN =,
0

wobei wir das Integral um den Sattelpunkt ¢y = N entwickelt haben. Dies ergibt

1 1 1
nN! = nN — —In27m —— 4+ 0 =~ nN — n
InN!'=N(InN—-1)+ =1In2 N—|—1N—|— <N2> NInN—-N+0O(InN)

Damit wird
In[T{N;}/1*N] = N(InN —1) = Y Ni(InN; — 1) + ) NiIng;
und weiter
(D{N,‘ + ANZ'} — CD{NZ} = — Z {(Nl + ANZ') In (Ni + ANZ'> — N;In N;

i=1
— ANZ' — ANZ' lngi — (—D()AN{ + ,BE{ANi}

gi = w;/h® entspricht aufgrund der Heisenbergschen Unschirfebeziehung der Zahl der ver-
schiedenen Mikrozustinde in Zelle i, d.h. der Entartung des Niveaus ¢;. Unter Beibehaltung
von Termen bis zur Ordnung AN? bekommen wir endlich

®{N; + AN;} —®{N;} = Y AN{—-InN; +1Ing; —a — Be;} — Z (AN?)/N; +O(AN?)

Das Maximum von ® folgt aus dem Verschwinden der Terme linear in den AN;. Dies ergibt die
Besetzungszahlen N; = N; der Maxwell-Boltzmann-Verteilung:

N, = giexp (—Bei — )
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Wir bestimmen « , 8 aus den Nebenbedingungen

Y Ni=e ") giexp(—pe;) = N = N/Z = exp (—u).

7

Z(Ble})

Z1(B,{&i}) ist die sogenannte Einteilchen-Zustandssumme. Wir konnen also auch

- N o N
s = —— — = —Q0 _ﬁei
N; B 9, InZ; 7, gie

schreiben. Mit der zweiten Nebenbedingung folgt

: N .
ZEiNj =E= Z—lzsigl’ exp (—[380 = _Nﬁ ln21 =E
t i

Die letzte Beziehung lesen wir als p = B(E), auf die physikalische Bedeutung von § als k%T
gehen wir spiter ein. Tatsdchlich hidngen die Besetzungszahlen N; nicht von der Abzihlung
der Mikrozustdnde, d.h. von der Wahl von & ab, denn eine Multiplikation der g; mit einem
Faktor r, d.h. g; — g;r fiihrt zu einer Division von e™* durch r, e~*g; bleibt ungedndert. Auch
die Beziehung zwischen E und g bleibt unverédndert.

James Clerk Maxwell (1831-1879)

Wir kehren jetzt zu Boltzmanns Uberlegungen zuriick. Wir hatten oben den Makrozustand mit
dem grofiten Phasenraumvolumen gefunden und wie Boltzmann identifizieren wir diesen mit
dem thermischen Gleichgewicht. Die N; entsprechen tatsédchlich einem Maximum, da

- - 1« ~ ,AN;.? 1. AN;?
®{Ni + AN} = ®{Ni} = —3 EM‘(#) = —EN(T_Z)
i i i
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gilt. Fiir die entsprechenden Volumina im Phasenraum gilt daher

- - "o (AN;\?
IT({Ni + AN})| = [T({Ni})|exp 3 2Ni <
Nach Voraussetzung war N; >> 1.

Fazit dieser Uberlegungen: Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung zusammen mit den Makro-

. L
zustdnden, fiir die ) N;(55
Z‘ 1

)2 < 1 gilt, besetzen (fast) die gesamte Energieschale. Die beob-

achtbaren Abweichungen sind maximal von der Ordnung AN; ~ +/N;. Betrachtet man daher
die Dichten von extensiven Grofien, dann verschwinden deren Fluktuationen im “thermo-
dynamischen Limes” N, V — oo, N/V = const.

Tatsdchlich 1a63t sich das ganze Phasenraumvolumen

IT(E)| = w(E)AE = ¥ [T({Ni})|
{Ni}

berechnen, wobei Y die Berticksichtigung der Nebenbedingungen ) ; N; = Nund ) ; N;¢; = E
bedeutet. Da die Energieschale die Dicke AE hat ldsst sich das gesamte Volumen der Energie-
schale auch als w(E)AE schreiben.

Wir wollen jetzt einmal die Groffenordnung der Phasenraumvolumina abschétzen, die nicht
dem Gleichgewicht, d.h. der Maxwell-Boltzmann Verteilung entsprechen. Sei die Abweichung
41072 in zwei bzw. in jeder Zelle

m ~ ~
1. in zwei Zellen: ZNi(ANIyi )2 ~ N;107°, eine solche Abweichung entspricht noch einem
l' 1

grolem Phasenraumvolumen, wenn N; < 10° gilt.

2. in allen Zellen: ZNZ'(ANI;[")Z = N-107% > 1fir N > 10% fir N = 102 :  |[T({N;(1 £
l' 1

10-)H|/ITE{N;})| = exp (1 -101) = 10-0217-10'

3. nur die Hilfte des Containers sei ausgefiillt: AN; ~ £N/2 ENZ-(AKZ]\_II' )2 ~N — E%g} A
i 1

exp~ 1. In den Fillen 2. und 3. sind die Phasenraumvolumina der Nichtgleichgewichts-
zustdnde im Vergleich zum Gleichgewicht vernachlédssigbar klein.

Ein instruktiver Vergleich ergibt sich aus dem Verhiltnis zweier 3-dimensionaler Volumina, die
die physikalisch kleinsten und grofiten Volumina im Universum darstellen:

Istl, die Planck-Lange! (10733cm) und L, die Grofe des sichtbaren Universums (~ 3 - 10° Licht-
jahre ~ 10¥*cm), dann folgt Z; /L3 & 107180 > 10-021710% Dgag heifit, es ist sehr viel leichter,

1Planckliinge: Skala, auf der sowohl relativistische als auch Quanteneffekte fiir die Gravitation wichtig werden,
kleinste bekannte “physikalische” Lange. Tatsdchlich: gehen wir von der Newtonschen Gravitationsenergie ~ GmTZ
fiir einen Korper der Masse m und linearen Ausdehnung ! aus, dann wird diese auf Skalen I < I; = Gm/c?
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im Universum einen bestimmten Kubus von der Kantenldnge I p Zu finden als im Phasenraum
einen Zustand wie im Bild 2.2 links.

Bei der Herleitung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung hatten wir N wechselwirkungsfreie un-
terscheidbare Teilchen auf m Zelleni =1, - - - ,m im p-Raum verteilt, die jeweils g; verschiede-
ne Mikrozustdnde enthielten und die die Energie ¢; hatten. Bei wechselwirkungsfreien Teilchen
konnen wir auf die Darstellung im p-Raum vollig verzichten, die Aufgabe besteht ja nur darin,
N unterscheidbare Teilchen auf m Energieniveaus zu verteilen, wobei jedes g;-fach entartet ist
(gi >> 1). An die Stelle des Phasenraumvolumens |I'(M)| tritt die Zahl der Mikrozustidnde

W(M) = ey T in T(M).

Ubergang zum Kontinuum: Gehen wir zu einer immer feineren Zellaufteilung {iber, dann
kénnen wir die Teilchendichte 7(r, p) im y-Raum einfiihren. (Wir betrachten dabei den Uber-
gang zu infinitesimalen Volumenelementen d®r d®p im y-Raum als rein mathematische Mani-
pulation analog der Beschreibung von Gasen mittels Dichten. Diese Beschreibung macht auf
sehr kleinen Skalen keinen Sinn mehr, da dann die atomistische Natur des Gases spiirbar
wird. Mit anderen Worten: in der physikalischen Interpretation muf d*rd’p > h® gelten.)

Wir schreiben also
N; , 3,13
w'—>n(r,p), lZwl—>//d rd°p

1

(Ni=[ [ &Erdpn(rp), w=[ [ Prdp).

Zelle i Zelle i
Mit ; — ¢(r, p) folgt fiir die Zustands-"Summe”:

Z) = //d3rd3pexp [—Be(r,p)] /1

Wir betrachten als Anwendung zwei einfache Fille.

(i) Sei
p?/2m reVv
o0 sonst,

e(rp) = {

d.h. wir betrachten freie Teilchen in einem Volumen V. Dann ist g; = %47'cp2dp und die

grofer als die relativistische Ruheenergie mc?, d.h. auf diesen Skalen werden relativistische Effekte wichtig. 5 ist der
sogenannte Schwarzschildsradius, ein Objekt mit einem Radius ! < I; ist ein Schwarzes Loch. Quantenmechanische
Effekte werden wichtig wegen der prinzipiellen Impulsunschérfe Ap > sz Bei I — 0 wird Ap grof8, und in der
relativistischen Energie E = mc?[1 + (p/mc)z}l/2 ist p &~ Ap > h/l zu beriicksichtigen: E ~ mc?[1 + ()\C/l)z]l/z,
wobei A, = % die Comptonwellenlénge ist, d.h. quantenmechanische Effekte werden fiir I < A, wichtig. Eine
Gravitationstheorie auf Skalen I < Min(l;, A;) muf also eine relativistische Quantentheorie sein. Betrachten wir A,

und I; als Funktion von m, dann ist die obere Schranke von Min(ls, Ac) fir s =~ A;, dh.m ~ my = h—é ~ 10’5g
gegeben. m,, ist die sogenannte Planck-Masse. Hieraus folgt fiir die maximale Langenskale I, fiir eine relativistische
Quantentheorie der Gravitation die Planckldnge

1/2
Iy = Is(mp) = (i—f) ~10"33¢cm .

Dies ist die einzige Lange, die sich aus der Kombination von /, ¢ und G bilden 148t (wie schon Planck wuflte).
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Integration ergibt

T v Bp? 2mm\ >/ a\’
_ 2 _ — 3 _
Z1—/4npdph3exp[—2m]—V<h2’3> =V/Ay=N "
0

und damit E = %%N , % = %[3*1 ist die Energie pro Teilchen und V/N = as. /\5 hat die
Bedeutung einer “thermischen” de-Broglie Wellenldnge

B B \/31\]
Ap=h an_h 47tmE’

denn es gilt fiir die de-Broglie Wellenlénge A ~ h/p, p = (E-2m/N)

1/2

Die Anzahl der Teilchen mit einem Impulsbetrag zwischen p und p + dp ist
3 2 N1 2
N; = n(r,p)d’rdrtp*dp = Vfﬁ exp (—pBe(p))4rtp dp
1

Bezeichnen wir die Anzahl der Teilchen mit Geschwindigkeiten zwischen v und v 4 dv mit
N(v)dv, dann folgt hieraus die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung (Maxwell 1860)

Ag\° 2
N(v)dv =4m (mf) Nexp <—5mzv>vzdv
(wobei B die Bedeutung von 1/kgT hat, aber noch haben wir die Temperatur T nicht definiert).
(ii) Analog erhalt man fiir e(r, p) = p?/(2m) + mgz (i.e. ¢; hangt nur von z ab) die barometri-
sche Hohenformel fiir die Anzahl der Teilchen N(z)dz mit der z-Koordinate zwischen z und

z+dz: ) E
N(z) = Npmgexp (~pmgz), p = 21,
denn:
27 12 1 1
7y = /\%O/dzexp(—ﬁmgz) = )T%% ~ G

0 5.1

2.3 Die Boltzmann-Entropie

Wir werden die Beispiel des idealen Gases jetzt fiir beliebige - auch wechselwirkende Syste-
me - verallgemeinern. Der Mikrozustand ist wieder durch den 2f-komponentigen Vektor im
Phasenraum X(t) = (q1,- -+, ps) gegeben.

Zur Charakterisierung des Makrozustands M betrachten wir einen Satz von m (< 2f) Makro-
Observablen Oy, - - - ,0,,, wobei die Werte der O; eindeutig durch den dynamischen Zustand
X (t) festgelegt werden. Dabei wollen wir annehmen, da wegen der experimentellen Unschirfe
die Werte der Makroobservablen nur mit einer Genauigkeit AO; bestimmbar sind.
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Der Kiirze halber schreiben wir M = (Oy,---,0,,). Die Gesamtzahl der moglichen Makro-
zustande sei M, < |T(E)|/hf, wobei |T(E)|/hf in etwa der Gesamtzahl der Mikrozustinde
im System entspricht.

Das Phasenraumvolumen |[T'(M)|, das zu einem bestimmten Makrozustand gehort, 1a6t sich
iiber Indikatoren J(X, M),

> [ 1 wenn X € T(M)
J(X, M) = { 0 sonst,

darstellen, damit wird
T(M)] = [ drj(%,m)

Man macht sich leicht klar, daf die Indikatorfunktionen fiir beliebiges X die Eigenschaften
PXM) =](X,M), JX,M]EX,M)=dunw](X,M)

erfiillen. Beschranken wir uns auf die Makrozustdnde, die auf der Energiefliche liegen, dann
gilt

S o _ (1, falls E<H <E+AE
%I(X’M) =Je(X) = { 0, sonst.

AE ist die Breite einer Energieschale, da wir die Energie nur mit einer gewissen Ungenauigkeit
AE messen. Wir werden spéter eine untere Schranke fiir AE angeben.

Die Zahl der Mikrozustinde zu einem Makrozustand ist
W(M) = cn|T(M)| /1

W(M) nennt man auch “statistisches Gewicht” oder “thermodynamische Wahrscheinlich-
keit”. Den teilchenzahlabhidngigen Faktor cy diskutieren wir spéter. Ganz analog zur Diskus-
sion in 2.2 kénnen wir jetzt wieder den Makrozustand M suchen, zu dem das gréfite Pha-
senraumvolumen |T'(M)| bzw. das grofite statistische Gewicht W(M) gehort, diesen identifi-
zieren wir mit dem thermischen Gleichgewicht. Die Phasenraumvolumina zu jedem Makro-
zustand M sind proportional zur Wahrscheinlichkeit, bei volliger Unkenntnis der mikroskopi-
schen Dynamik, das System in einem bestimmten Makrozustand zu finden.

Boltzmann (1877) ordnet nun jedem Makrozustand M und damit auch jedem Mikrozustand X
eine Boltzmann-Entropie

Sp(M(X)) = Sp[X] = kg In [W(M)]

zu 2. Diese Beziehung gilt auch im Nichtgleichgewicht, d.h. fiir M # M ! Zunichst ist Sg(M)
nur ein Maf3 fiir die Vergroberung unserer Beschreibung, bzw. fiir die Unkenntnis iiber den

2Streng genommen sind Sg(M) und Sp[X] verschiedene Funktionen, wir versuchen dies durch Verwendung
verschiedener Klammern zu dokumentieren
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Mikrozustand X. Tatsichlich, wihlen wir m = My, = 1, dann sind alle Zustinde im gleichen
Makrozustand und

SB = kB In [I}lf.)] + kB lncN = O(NkB)
Umgekehrt: Ist jeder mogliche Mikrozustand auch Makrozustand, dann ist offenbar Sg(M) =
0. Wir bemerken hier, dafs die Wahl von & im Rahmen der klassischen Physik voéllig frei ist,
die Boltzmann-Entropie ist deshalb klassisch nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Wegen der Heisenbergschen Unschérferelation AgAp > h ist die Gleichsetzung von h mit der
Plankschen Konstante jedoch physikalisch die einzig sinnvolle.

Die so definierte Boltzmann-Entropie Sg(M) ist
(i) additiv
(ii) nimmt (fast) immer zu oder bleibt zeitlich konstant

Wir zeigen zundchst die Eigenschaft (i). Hierzu miissen wir den Faktor cy spezifizieren. Wir
betrachten zwei rdumlich separierte Systeme o1 und 07; jedes sei in einem Makrozustand M)
bzw. M(?)

Sind die beiden Systeme 7 und o> physikalisch verschieden, dann gilt offenbar fiir das Pha-
senraumvolumen des Gesamtsystems

T(M®Y, M@)| = /dr(l)dr(Z)](f((l),M(l))](f((Z),M(Z)) = |IT(MMD)||IT(M®)].

Bei gleichartigen klassischen Teilchen (z.B. gleiche Isotope eines Gases) kommt allerdings noch
ein Faktor % hinzu, da wir die Teilchen auf verschiedene Weise auf die beiden Untersyste-
me verteilen konnen: in der klassischen Physik geht man von der Fiktion aus, daff man die
Bewegung der einzelnen Teilchen separat verfolgen kann. In diesem Sinne ist der Austausch
von zwei gleichartigen Teilchen eine neue Konfiguration, die einen weiteren Beitrag zum Pha-
senraumvolumen liefert. (In der Quantenmechanik - und damit in der tatsdchlichen Welt -
ist dies nicht der Fall: wir konnen nach einer Kollision zwischen Teilchen nicht entscheiden,
welches Teilchen wohin gestreut wird. Die klassische Betrachtungsweise wird uns also hier in
Schwierigkeiten bringen, die wir, der Historie folgend, mit dem Faktor cy korrigieren werden.)

N!

O MY = 1ITO MDY 7@ (M@ .
T, MO)] = IO (M) [FO M) - e

wobei N; und N die Teilchenzahlen in den Systemen o7 bzw. 0, sind. Der Zusatzfaktor exi-
stiert wegen der neuen Konfigurationen, die durch Verteilung von (Nj + N;) Teilchen auf die
Systeme o1 bzw. 0> entstehen. Damit wird

Sp(MY, M@ = S5(MM) 4 55(M®@) —kgIn [cn,cn, /cn] + kpIn %
1-4N2:

d.h. wir miissen cy = 1/N! wéhlen, um Sp additiv zu machen. Das hat zuerst - in praquanten-
mechanischer Zeit - Gibbs bemerkt.
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Wiirden wir die klassischen Teilchen von vornherein als ununterscheidbar ansehen - um aus
unserer heutigen Sicht wenigstens den elementaren Regeln der Quantenmechanik zu entspre-
chen - dann miiiten wir in allen Phasenraumvolumina I'(M) einen zusétzlichen Faktor 1/ N!
anbringen, da die unabhdngige Integration iiber alle Konfigurationen das Phasenraumvolu-
men um einen Faktor N! iiberzéhlt: Teilchenpermutationen schaffen keine neue Konfiguration.
In diesem Fall ist der Faktor cy = 1, die Entropie auch ohne Korrektur per Hand additiv.

Es bleibt noch zu bemerken, daf$ bei Systemen, in denen jedes Teilchen fiir sich lokalisiert ist,
so daf3 es nicht zu Teilchenkollisionen kommen kann (ein Beispiel ist ein System harmonischer
Oszillatoren), auch die klassische Betrachtung nichts tiberzahlt und deshalb cy = 1 ist. 3.

Eigenschaft (ii) ist auch klar aufgrund unserer Erorterung der drastisch unterschiedlichen Grofe
der Phasenraumvolumina, solange wir M, < |Tsorar|/ 1/ fordern.

Startet man zum Zeitpunkt t = 0 von einem Mikrozustand Xy = X(0), der weit vom Gleich-
gewicht entfernt ist und damit einem verschwindend kleinen Volumen im Phasenraum en-
spricht, dann wird die Trajektorie X(t) praktisch mit der Wahrscheinlichkeit 1 in Regionen
I'(M;) fuhren, die viel grofer sind als die Ausgangsregion, bis schliellich das Gleichgewicht
erreicht ist. Im weiteren Verlauf wird die Trajektorie im wesentlichen in T'(M) verbleiben, nur
gelegentlich werden Makrozustinde in der Nihe von I'(M) erreicht werden, was zu Fluktua-
tionen in Sg(M(X(t))) fiihrt.

Die typische Grofse dieser Fluktuationen haben wir schon abgeschétzt.

ASp = kg In [M]

INAEE

N;
N;

~ —kB/ZiNl(
i=1

wéhrend Sg selbst von O(N) ist.

Nun kann man argumentieren, daf zu jeder Trajektorie X (t) = (q(t), p(t)) die inverse Trajek-
torie Xiuo(t) = (q(—t), —p(—t)) existiert, d.h. wenn wir bei t = 0 nur alle Impulse umkehren,
dann wird eine Folge von Zustdnden durchlaufen, deren Boltzmann-Entropie abnimmt. Da-
mit ist die Gleichheit von positiver und negativer Zeitrichtung wieder hergestellt. Tatsdchlich
nimmt (bei makroskopischen Systemen) Sg[X] aber zu, da es praktisch unméglich ist, solch
eine Impulsumkehr zu realisieren. Eine kleine Ungenauigkeit hierbei fiihrt zu einer Trajektorie
X, , entlang derer S[X] wieder zunimmt. Mit anderen Worten die Trajektorie X (t) ist “stabil”
gegen kleine Anderungen in den Anfangsbedingungen, X;,, (t) ist es nicht (selbst bei Chaos ist
die Vorwdértstrajektorie stabiler als die Riickwértstrajektorie).

Ein einfaches Beispiel sind die Geschicklichkeitsspiele, bei denen 3-5 Kugeln in kleine Vertie-
fungen auf einer kreisformigen Scheibe zu bugsieren sind. Wahrend die Kugeln sich praktisch
immer sofort aus den Vertiefungen herausbugsieren lassen, erfordert die Umkehrung sehr viele
Versuche, bei 10%° Teilchen wire es vollig unmoglich.

Man kann diese Uberlegungen auf das gesamte Universum ausdehnen: der Anfangszustand
(“Urknall”) hatte dann ein sehr viel kleineres Phasenraumvolumen als der Zustand heute.
Roger Penrose schitzte das anfangliche Phasenvolumen des Universums zu I'(X(t = 0)) ~

3Wer es kochrezeptartig vorzieht: bei real unterscheidbaren Teilchen (verschiedene Teilchen, lokalisierte Oszil-
latoren) enthilt das Produkt cn|I'(M)| keinen Faktor 1/N!, bei real ununterscheidbaren Teilchen enthilt dieses
Produkt einen Faktor 1/N!
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kleines Volumen als Startgebiet

thermisches
Gleichgewicht

Abbildung 2-8: Typische Trajektorie aus einem Nichtgleichgewichtszustand

exp1088 ab, d.h. Sg [X‘nitial] ~ 10%8kp. Dieser Wert ergibt sich, wenn man in der Frithphase
des Universums davon ausgeht, dafs Protonen und Elektronen nicht gebunden sind, so dafs
standig Photonen emithiert (und absorbiert) werden. Mit 108 Baryonen (Protonen, Neutronen
und andere schwere Fermionen) im Universum und etwa 10°® Photonen/pro Baryonen folgt
mit den Resultaten aus Kapitel 6.5 Sppoton =~ 1088, Die Beitrdge anderer Teilchen zu S wer-
den vernachlédssigbar angenommen. Geht man davon aus, daf8 der Endzustand des Univer-
sums in einen Kollaps in ein schwarzes Loch besteht, dann ist [(X(t = T,i)) = exp (10'2),
SB[Xfinal] ~ 10'2kp. Hierbei nimmt man an, daf} die Oberfliche 471> (I; = Gm/c? ist der
Schwarzschildradius) des Schwarzen Loches (vergleiche hierzu die Fufinote in Kapitel 2.2) aus
Elementen der Fldache l%, (Ip = (hG/ ¢3)1/2 ist die Plancklinge) zusammengesetzt ist, die jeweils
ein bit (0,1) an Information tragen konnen. Die Zahl der Zustdnde der Oberfldche ist dann
247(:/b)” und damit S = kpInW = 47tkp(ls/1,)*In2 = 471(Gm?/ch) In2. Dieses Ergebnis ist
sehr nah am exakten Resultat (s. Hawking 1975) Sf;L = 47TkBGh—"C12. Nimmt man an, dafd das
schwarze Loch alle Baryonen des Universums (~ 10%) enthilt, folgt S3¢ &~ 10'2kp. Damit folgt

| I_‘ﬁnal |
| rinitial |

~ exp (1012 — 10%) ~ exp (10'%)

Die Entropiedifferenz Sg final — Spinitial ~ 10'%kg reicht aus, alle niederentropischen Erschei-
nungen, also auch uns selbst, mit dem generellen Zunehmen der Entropie zu vereinbaren.

Als Anwendung konnen wir z.B. die Boltzmann-Entropie fiir ein System gleichartiger Teilchen

bestimmen, in dem wir W(M) = cy|T(M)|/hf in die Definition der Entropie Sp einsetzen.

m o, Ni

SB(M) = kBln [ng '] %kB y Nih’l |:gle:|
i=1 N;! i=1 N;

wobei wir wieder die Stirlingsche Formel benutzt haben.

Ersetzen wir hier M durch M, d.h. N; durch N;, dann erhalten wir die Gleichgewichtsentropie:
Sp(M) = kgN|[In (Z1/N) + 1] + BkgE,
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d.h. die Gleichgewichtsentropie ist von der Ordnung N - kp. Insbesondere erhalten wir fiir freie
Teilchen
SB(M) = kBN[31n (a/)\ﬁ) + 5/2] ,

wobei wir den mittleren Teilchenabstand a = (V/N )l/ 3 eingefiihrt haben.

Wir kénnen analog zum Vorgehen in 2.2 zum Kontinuum iibergehen. Mit N;/g; = n(r, p)h®
folgt fiir die Boltzmann-Entropie

Sp(M) = —kg /d3rd3p n(r,p)In[n(r,p)h/el

d’rd’p

- Mit [drd®p n(r,p) = N folgt

dennZ:>f

Sg(M) = kgN — kg /d3rd3p n(r,p)In[n(r,p) K% .

Boltzmannsche “H—Funktion”

(Bei Boltzmann ohne Faktor #* unter dem Logarithmus.) Boltzmannsches H-Theorem: H(t)
ist eine nicht-zunehmende Funktion, d.h. die Entropie nimmt nicht ab.

2.4 Gleichgewichtsfluktuationen

Der Gleichgewichtszustand zeichnet sich dadurch aus, dafs er durch die gréfite Anzahl an Mi-
krozustdnden realisiert wird, aber nicht durch alle. Starten wir mit einem System im Gleich-
gewicht, so heifst das nicht, dafs der Gleichgewichtszustand stets beibehalten wird. Vor allem
die auf der Energieflache angrenzenden Makrozustande konnen durchaus erreicht werden; das
System vollfiihrt Fluktuationen in diese Zustdnde hinein (und auch wieder heraus). Beobach-
ten wir das System {iber eine gewisse (hinreichend lange) Zeit ¢, dann wird sich der Phasen-
raumpunkt X(¢) insgesamt iiber eine Zeit t(M) im Phasenraumvolumen I'(M) aufgehalten
haben. Aus einem Experiment konnen wir den zeitlichen Mittelwert (O;), einer Observablen
O;(M(X(t))) bestimmen, dieser ergibt sich als

(0, = L L OMHM), (M) =
M M

Wir machen jetzt mit Einstein (1910) die plausible Annahme, da88 t(M) ~ |T'(M)] ist, oder
genauer, dafs

L HM) T (M)

t—eo |F(E) | Wtotal

gilt, wobei I'(E) das gesamte zugéngliche Volumen des Phasenraums ist. Dies kann man als
Forderung nach schwach ergodischem Verhalten verstehen. (Wéaren die Makrozustdnde iden-
tisch mit den Mikrozustidnden, entsprache dies ergodischem Verhalten (siehe Abschnitt 3)). In
diesem Fall konnen wir das Zeitmittel durch ein Mittelwert {iber verschiedene Makrozustdande
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Albert Einstein (1879-1955)
M ersetzen. Die Wahrscheinlichkeit der Fluktuation in einen Zustand M (der durchaus mit M
identisch sein kann), die wir w(M) nennen wollen ist dann
w(M) ~ W(M) ~ exp(Sp(M)/ks)

mit
SB<M) = ASB(M) + SB<M).

Dann erhdlt man unter der Voraussetzung, dafs w auf 1 normiert sein soll, den Ausdruck

_ exp(ASp(M)/kg) S M)/ks B
ZU(M) - ZM/ eXp(ASB(M/)/kB) - EM/ eSB(M/)/kB 7 %W(M) - ]. .
Mittelwerte: Durch die gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung ist jetzt der Mittelwert einer
beliebigen Funktion f(M) der Makrozustdnde definiert:

(f(M)) = %%U(M)f(M)-

Gauf$sche Ndherung. Der Makrozustand M prasentiert sich uns als ein m-Tupel von Mef3-
groBen, M = (Oq, ... /! Om), und entsprechend ist im Gleichgewicht M = (O, ..., Oy,). Defi-
nieren wir 0; = O; — O, so treten in ASp (nach Konstruktion von M) keine in den o; linearen

Terme auf: 1 .

EASB(M) = —5 ZCijoioj+... (CZ] = C]z)
(das Abbrechen nach der zweiten Ordnung wird als Gauf$sche Ndherung bezeichnet). Damit
koénnen wir jetzt den Mittelwert von f untersuchen. Zunichst nutzen wir aus, da8 f(M) sich
auch als Funktion der Abweichungen o; ausdriicken 1df3t, fiir die wir dasselbe Symbol ver-

wenden: f(O1,...,0n) = f(01,...,0m). (Analoges gilt fiir w.) In der Gauischen Nédherung ist
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dann

Yo} flo1,...,0m)W(o1,...,0m)
Yoy W(o1,- -, 0m)

Yo} f(ol,...,om)exp(—%ZCijoioj)
Y {0} exp(—3 X Cij0;0))

wobei die dufleren Summen sich {tiber oy, ...,0,, erstrecken. Liegen die moglichen Werte der
o0; dquidistant und hinreichend dicht (der Abstand Ao; der Werte 0; muss viel kleiner als die
Fluktuation <0i2> sein), was wir hier annehmen wollen, dann kénnen wir die Summen durch
Integrale ersetzen (die beim Ubergang von der diskreten Summation iiber die moglichen Werte
von o; zur Integration einzusetzende Dichte der 0,—~Werte hebt sich im Zdhler und Nenner weg)

Yo, = 3o J doi:

(f(o1,...,0m)) =

4

7‘[ d01 s dOmf(Ol, ce ,Om) exp(—% ZCZ']'OZ'O]')

(fo,...,0m)) = = ,
f d01 s dOm exp(—% ZCijOin)

wobei sich die Integrale von —oo bis +o0 erstrecken. Wegen C;; = C;; kbnnen wir eine Haupt-
achsentransformation durchfiihren, also von den o; zu neuen Grofien 4; mit der Eigenschaft

m

Y Cijoioj =} a

i=1
iibergehen, wobei 0; = }_ Djay gelte. Im Argument der Exponentialfunktion steht dann

Y af =) Cijoio; = Y " CyiDyayDja,
woraus ) C;;DyDj; = 8y oder fiir die Determinanten der entsprechenden Matrizen
det(C) - det(D)* =1
folgt. Ferner konnen wir mit der Substitution
doy - - - do,, = | det(D)|day - - - day,

zu einer Integration tiber die g; ibergehen, und der Nenner, der die Kontinuumsapproximation
fiur w darstellt, wird zu

/ day - - - day,| det(D)| exp <—; Za%) = | det (D)|(2m)™/2.

Die Determinante konnen wir herausziehen und mit Hilfe der oben ermittelten Beziehung er-
setzen, wahrend das tibriggebliebene Gaufs-Integral ausgerechnet werden kann; als Ergebnis
erhalten wir

. 1
w(0q,...,0,) = (271)"™/2| det(C) |/ % exp (—2 ECi]-oio]-) .
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Als Beispiel berechnen wir die Fluktuation der Entropie. Wir setzen also ASg/kp = —% Zal-z
fir f(M) ein (die Hauptachsentransformation ertibrigt sich, C ist die Einheitsmatrix):

1
(ASg) = kg(27) m/Z/da1 —fZa exp _EZHJZ
]

nach einigen Umformungen erhélt man fiir die Entropie ein von den Details des Systems un-
abhingiges Resultat:

m

Dies stimmt mit unserer fritheren Abschédtzung iiberein. Tatsdchlich folgt mit AN; ~ /N; dies
aus ASp auf Seite 25. Man kann zeigen, dafs die hier benutzte Kontinuumsapproximation ei-
ne gute Ndherung ist, solange der Abstand der Werte der o; klein gegeniiber der Fluktuation

(02)!? it

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Fluktuationen eines klassischen einatomigen Gases. In 2.2 hatten wir (nach
Korrektur mit dem Faktor ¢y = 1/ N!) fiir das statistische Gewicht

won = T1(&)" =T1(%)"

i=1
erhalten. Die Boltzmann—Entropie ist dann durch

_ 8i¢

Sg(M) = Sp(N1,Na,...,Ny) = kg 1ZN In 1\171

gegeben. Wir schreiben jetzt N; = N; + AN;, wobei die N; die Besetzungszahlen im Gleichgewicht sind. Wegen

", N; = Nund Y Nje; = E fur jeden Makrozustand M folgt } " ; AN; = 0, ¥./" ; ;AN; = 0. Man kann diese
beiden Bedingungen benutzen, um z.B. AN;; und AN,,_; tiber ANy, ..., AN,,_, auszudriicken. Das Resultat ist

m—2

AN, _1 = _—

m-1 1:21 E€m — E€m—1

AN — ’”Z‘:z Emt =€\ 2.1)
" i—1 &m —&m-1

& —E&m AN;
i

Wir kénnen nun ASg = Sg(M) — Sg(M) nach AN;/N;, i = 1,...,m entwickeln. Das Resultat ist (wir schreiben
N = Ni+AN; = Ny(1+ 51)

m 3
gie ~ AN; 1 [AN; 1 /AN,
—AS = AN: 1 ) —(N; + AN; — — — - -
k0BT 21{ l“(Ni) (Ni+ J[Ni 2 R +3 N;
Las), )
4\ N; ’

Wegen In g;e/N; = & + 1 + Be; und den oben erwédhnten Summenregeln fiir AN; und ¢;AN; verschwindet der erste
Term in der geschweiften Klammer. Die anderen Terme lassen sich in der Form

ASp [ 1AN? 1AN?} 1 AN} m& (—1)F(AN;)K
S BY S SR Rk B Nizzz#z
b =l 2N 6 N; 12 N; == )Ni
aufschreiben, wobei wir den Logarithmus nach AN L= Nl iz < 1 entwickelt haben. Um die Fluktuationen <AN2>

berechnen ignorieren wir zundchst die Nebenbedmgungen (2.1). Dann 148t sich w(M) in der Form



mit
_,%4_,7_,_7[_5_...
@(AN;) = conste N ° N PN (2.2)
schreiben, wobei die Konstante aus der Normierungsbedingung

N-N;
Y @(AN;) =1 (2.3)
AN;=—N;

bestimmt wird.

Das volle @ l4f3t sich in der Form

—x2 [1+ ¥ Lo (22/N;) (k272

W = conste =R

schreiben. Die nicht-gauf3schen Faktoren in @ konnen in Exponentialreihen nach xi2 (xl2 /N;)&/2)=1 entwickelt wer-
den. Der gaufische Faktor e ¥'/2

hen von der Ordnung (Nz.lf(k/ 2) ) (k > 3) und damit klein gegen 1 sind, sie konnen daher vernachlassigt werden.

Die Gauf3sche Ndherung ist damit gerechtfertigt.

unterdriickt nun die Beitrdge xi2 > 1, so daf8 die Summanden der Exponentialrei-

Bei der Berechnung der Summe iiber AN; = x;N il/ 2 (die wir als Summe tber die x; mit éx; = Nil/ 2 « 1 umschrei-
ben konnen) miissen wir zunéchst noch die Grenzen der Summe (2.3) x;7 = —N}/ 2 bzw. xl+ = (N-K;)/ Nil/ 2
berticksichtigen. Beide x;—~Werte sind betragsmafig viel gréfer als 1. Tatséchlich ist aber e~ (/237 figr x; > 1 ver-
schwinded klein, wir konnen daher ohne Problem die Grenzen der x;,~Summation nach oo verschieben. Da die x;
sehr dicht liegen kdnnen wir die Summe in ein Integral {iberfiihren. Die Poissonsche Summenformel zeigt nun, daf$
die Differenz zwischen Summation und Integration zu vernachldssigen ist, falls <ANZ.2> > 1ist:

) 5 ,lﬁ
Y ANfe * N
ANy = SN
< i > - © 1 ANZ
L e
AN,'=—00

Benutzen wir die Poissonsche Summenformel, dann folgt fiir « = 0,2

oo k=1

~ i 1 n? oo 112 s
IL(N)= ) n% ¥ = / dnn"e”2% (1+2Y cos2mkn | .
—00

Fiir « = 0 folgt fiir N>1
L(N) = V2rN (1 +Y 2e—2”2k2N> ~ V2rN
k=1
und fiira =2

- d - —r 0 -
L(N) = —BLIO(N):ZNZBNIO(N)
2N

= NI(N)+v2r K222 ) (-272%k2)e 20 KN
k=1
~ V2rN3/2,
Hierbei haben wir wieder N > 1 benutzt. Wir erhalten daher
(AN?) = N;.

Schliefslich bleibt die Berticksichtigung der Nebenbedingung zu diskutieren. Ersetzen wir AN, und AN,,_; durch
(2.1) in ASp, dann erhélt man gemischte Terme AN;AN; mit Vorfaktoren, die wieder von der Ordnung 1/ N; sind.

Man muf dann eine Hauptachsentransformation in den AN; ausfithren. An der Gréfenordnung von (AN?) andert
sich hierbei nichts. Wir nehmen an, daf die ¢; nicht von N; abhingen.
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2.5 Quantenmechanische Formulierung

Bisher waren unsere Untersuchungen rein klassisch. Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Sta-
tistische Physik in den Formalismus der Quantenmechanik eingebettet werden kann. Dazu
beginnen wir wieder mit dem Zustandsbegriff.

Zustandsvektoren: In der klassischen Sicht hatten wir den Mikrozustand durch einen Vek-
tor X im Phasenraum T betrachtet. Die quantenmechanische Entsprechung dazu ist ein rei-
ner Zustand, der durch einen (zeitabhingigen) Zustandsvektor | X) im Hilbertraum (d.h. ei-
nem unitdren Vektorraum) Uy beschrieben wird. Er wird durch eine ideale Messung als ge-
meinsamer Eigenzustand eines vollstindigen Satzes kommutierender Operatoren { A(), i =
1...Q} festgelegt:

AW |x)y = AP 1x,)

Der Index v steht hier fiir einen Satz von Quantenzahlen. Die | X, ) bilden ein vollstindiges Or-
thonormalsystem. Aus diesem Zustandsvektor erhélt man die Wellenfunktion 1 in verschiede-
nen Darstellungen, etwa in der Ortsdarstellung: ¢x(g,t) = (g|X(t)).

Zeitliche Entwicklung: Die zeitliche Entwicklung eines Systems, klassisch durch die hamilton-
schen Bewegungsgleichungen determiniert, wird in der Quantenmechanik durch die Schrodin-
gergleichung

d o
i |X) = 7 |X)

bestimmt, wobei 7 der Hamiltonoperator oder Hamiltonian ist. Zu jedem ket-Vektor |a) gehort
ein bra-Vektor (a| = |a)™, der ein Vektor im dualen Vektorraum ist.

Observable. An die Stelle klassischer Observablen A treten hermitesche Operatoren A (=
A*). Der Erwartungswert von A im Zustand |X) ist

(A), = (X]A|X) .

Fiir hermitesche Operatoren A gilt mit |b) = A|a)

Durch Benutzung der Vollstindigkeitsrelation ) |g) (9] = 1 kann man den Erwartungswert
q
z.B. in der Ortsdarstellung ausdriicken:
(Ax = LXla) (gl Alqg') (q1X)
= 2 ¥x(a.) A4, )px(d’t);

tiir ein kontinuierliches Spektrum geht die Summe in das entsprechende Integral iiber.

Die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes von A, die klassisch durch d. A/dt = 9.A /ot +
{H, A} gegeben war, wird durch den Operator A beschrieben:

d , . s LA oA i . .
= (A) = (A) mit A= 42(7,A
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denn

d , . i NN
3 (A =5 (XIHAIX) + <! |X>—*<X|A”1‘|X>

Der Operator A ist nicht zu verwechseln mit der Zeitableitung des Operators A im Heisen-
bergbild ! [A,B] = AB — BA ist der Kommutator von A, B.

In Analogie zu den Makroobservablen O; der klassischen Physik betrachten wir jetzt Ma-
krooperatoren O;. Diese sollen sich aus dem vollstindigen Satz kommutierender Operatoren
{ A(’)} aufbauen lassen, d.h., die | X, ) sind auch Eigenzustidnde der O; i=1,...,m

Oi |Xv> = Oi,v |X1/>

Allerdings seien wieder die Eigenwerte OAZ',V fir viele | X, ) identisch (im Rahmen einer gewissen
Mefsgenauigkeit), d.h.
Oiyv = Oim YweM,i=1,...,m

wobei M eine Sequenz von Zustdnden umfafit, die alle den gleichen Eigenwert O; 51 haben. Wir
konnen deshalb alle | X, ), die die gleiche Eigenwerte fiir die O; liefern, zu einem Unterraum Uy,
des Hilbertsraums zusammenfassen. Alle diese |X,) sind auch Eigenzustinde des Indikators
Im

A 1, veM

Bulx) =mlxd, e={ g led

Eine einfache Darstellung von f M ist durch

fM = Z |Xv> <X1/

veM
gegeben. Die Indikatoroperatoren sind hermitesche Projektionsoperatoren, es gilt also
Jir=1Twm-
Ihre Eigenwerte sind Null oder Eins. Desweiteren gilt

Yoiu=1 " JmJw = émmm
M

Ein Makrozustand M wird also durch alle Zustandsvektoren | X) mit der Eigenschaft Jm |X) =
|X) gebildet. Auf diese Weise zerlegt man den Hilbertraum in disjunkte Subvolumina Uy die
von allen |X) mit Jy | X) = |X) aufgespannt werden. Ein beliebiger Vektor |Y) im Hilbertraum
1463t sich also in der Form

= D) = E L X)) = D% (%)

M veM

zerlegen. Fiir einen Operator O, der zu einer Makroobservablen O gehort, sind die Vektoren
Jum |X) Eigenvektoren zum Eigenwert Oy, dem Wert der Observablen im Makrozustand M:

Ofm|X) = Omfm |X) .
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Beschrianken wir uns auf Zustidnde |X, ), deren Energien E,, A |Xy) = E, |Xy), in der Energie-
schale E < E, < E + AE liegen, dann gilt

. . . (X)), falls E<E, <E+AE
%]M—]E/ ]E|Xu>—{ 0 sonst.

In Analogie zur klassischen Berechnung kénnen wir W(M) iiber W(M) = Y, ey 1 = Yyem (Xo|Xy) =
Sp Jm bestimmen. Die |X), seien hier und spater unsymmetrisierte Zustandsvektoren. Damit
konnten wir als quantenmechanische Definition der Boltzmann-Entropie des Makrozustands
M die Relation

Sp(M) = kgInW(M) = kgIn (Sp fum)

versuchen.

Wir betrachten als Beispiel hier den Fall eines wechselwirkungsfreien Systems, dessen mikro-
skopischer Zustand vollstindig durch die Angabe der Besetzungszahlen n; der Einteilchen-
zustdnde i mit den Energien E; gegeben ist. Wir fassen jetzt die Einteilchenzustdnde zu Ma-
kroniveaus zusammen, so dass jeweils g; Einteilchenzustdnde zu einem Makroniveau &; zu-
sammengefasst werden, die jeweils mit N; Teilchen besetzt sind. Die Gesamtenergie ist also
durch E = }; N;&; gegeben, wobei Ni = ny +np +...1g, N2 = ng 41 + ... + Ng 1g,, etc. gilt.
Die Mikroniveaus mit den Energie &£; entsprechen den Zellen im y-Raum bei der Herleitung
der Maxwell-Boltzmann Verteilung. Der Makrozustand wird also durch die Besetzungszahlen
{N;} charakterisiert.

Dg g,y | Eg1+g2
Og+1 » Eg1+1

ng By

}gz’Nz’gz
}Sl’Nl’gl

Abbildung 2-9: Links sind die Energien E, der Einteilchenzustinde |X,) des wechselwirkungs-
freien Gases mit ihren jeweiligen Besetzungszahlen n, aufgetragen, auf der rechten Seite haben
wir jeweils g; Energieniveaus zu einem Makroniveau ¢; zusammengefasst, das jeweils N; Teil-
chen enthilt.

n; E

Fiir den Fall, dafs die Teilchen nicht unterscheidbar sind, aber jeder Mikrozustand beliebig
oft besetzbar ist (Bosonen), dann ist die Zahl der Mikrozustidnde zu einem Makrozustand

m g1+N—1> gi+Ni—1
M =T8S =TI )

Der Faktor (g’JrN ') gibt die Zahl der Mdglichkeiten an, N; Teilchen auf g; Zustinde zu ver-
teilen, wobei ]eder Zustand beliebig oft besetzt werden kann. Es ist hierbei zweckmafig, sich
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die g; Zustande durch (g; — 1) Wiande abgetrennt vorzustellen, zu denen noch die N; Teilchen
hinzukommen. Insgesamt gibt es (g; + N; — 1)! Moglichkeiten der Anordnung fiir die Wande
und Teilchen, damit sind die Zustdnde (zwischen den Winden) 0,1, 2, ..., N; mal besetzt. Da
Teilchen und Winde nicht unterscheidbar sind, muf8 man noch durch N;! und (g; — 1)! divi-
dieren.

Eine Maximierung von W(M) unter Teilchen- und Energieerhaltung gibt die Bose-Einstein-
Verteilung (Ubung)

N 1
Qi o exp (a + Bei) — 1

Fiir nicht unterscheidbare Teilchen, die einen Mikrozustand nur 0- oder 1-mal besetzen
konnen (Fermionen), folgt

W(M) = F{N,@glm. = ﬁ <z€1>

(man wahlt N; Zustdnde aus g; besetzbaren Zustdnden aus und besetzt diese mit einem Teil-
chen.) Hieraus folgt die Fermi-Dirac-Verteilung

&_ 1
g exp(a+Be)+1

« und B sind wieder aus den Nebenbedingungen zu bestimmen.

Eine zusitzliche Komplikation tritt aber in der Quantenmechanik dadurch auf, dafs man bei
Systemen identischer Teilchen neben dem Hamiltonian auch noch die Symmetrie der Wellen-
funktion (symmetrisch gegen Teilchenvertauschung bei Bosonen, antisymmetrisch bei Fermio-
nen) angeben muf. D.h. nicht alle Zustdnde des Hilbertraums sind tatsdchlich erlaubt. Fiir ein
System identischer Teilchen (um das handelt sich im Regelfall) diirfen wir daher bei der Spur-
bildung in (??) tatsdchlich nur tiber Zustdnde summieren, die entweder vollig symmetrisch (fiir
Bosonen) oder vollig antisymmetrisch (fiir Fermionen) sind. Wir werden diese (normierten)
Zustinde mit ‘f(v> " bezeichnen und Sp mit dem Index + versehen. D.h. die richtige Formel
fur die quantenmechanische Boltzmann—-Entropie ist

SB(M) = kB In Wi(M) = kB lnSp (fifM) . (24)

Im Folgenden leiten wir einen Ausdruck fiir die Boltzmann—-Entropie (2.4) her, bei dem es egal
ist, mit welchem vollstindigen Funktionensatz ((anti-)symmetrisch oder nicht) wir die Spur
bilden.
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Wir fithren dazu symmetrisierende (antisymmetrisierende) Operatoren I ( ]A_) ein, die auf alle

Teilchenkoordinaten wirken. ,

= — Y (£1)X®P)p
NI &

Jx
wobei der Operator P die Teilchenkoordinaten permutiert. Die J. sind ebenfalls Projektions-
operatoren, denn es gilt

i=TJ. Jij-=o0.

Zustande ] | X) = |X) . sind vollkommen symmetrisch bzw. antisymmetrisch gegeniiber Ver-
tauschung der Teilchenkoordinaten. Als Beispiel betrachten wir ein Paar (N = 2) spinloser
Bosonen (Fermionen), deren unsymmetrisierte Wellenfunktion (d.h. die Lésung des Schrodin-
gerproblems) ¢(q,,q,) sei. Die Wellenfunktion ¢, (q,,4,) mit dem richtigen Symmetrieverhal-
ten ist

$+(q,.9,) = %Z(il)pp¢(ﬂ1’ﬂz) - % [w(ﬂl’ﬂz) + lp(ﬂz’ﬂl)} '
P

P kommutiert mit jeder Observablen O; und natiirlich mit A.

Insbesondere kommutiert [+ mit der Observablen fp;. Man mufl aber darauf hinweisen, daf8
im allgemeinen Fall N > 2 der N-Teilchen Hilbertraum neben den Zustanden |X) , auch noch
Zustinde Jg |X) enthilt, die ein komplizierteres Verhalten bei der Vertauschung von Teilchen-
koordinaten haben. Es gilt deshalb

Jo+]-+fr =1
und
JeJr =JrJ+ = JrJ-=]-Jr =0.
Der N-Teilchen-Hilbertraum Uy zerfillt deshalb in orthogonale Anteile U, U_ und Ug
Uy=U;rdU_ b Ug.

In jedem dieser Unterrdume konnen wir ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) als Ba-
sis wihlen.

Bei der Berechnung von Erwartungswerten oder der Spur diirfen wir, wie bereeits mehrfach ge-
sagt, natiirlich nur symmetrische Zustdnde bei den Bosonen oder antisymmetrische Zustdande
bei den Fermionen betrachten. Wir konnen dies aber automatisch durch die vorsorgliche Ver-
wendung des Operators [+ beriicksichtigen.

Wir zeigen jetzt, dafd wir

a A

Sp.(A) =) +(X[A[X), = Y (X[ 2 AIX) = Sp (J-A)

schreiben konnen, wobei A ein beliebiger (aber gegen die Vertauschung von Teilchenkoordina-
ten symmetrischer) Operator ist. Die Summe ), geht jeweils nur iiber wirklich verschiedenen
Zustinde |X,) bzw. |X,). Fir W(M) ist A = Ju, bei der Berechnung eines quantenmecha-
nischen Erwartungswertes einer Observablen O ist A = pO, wobei ¢ der Dichteoperator ist
(vergleiche QM).
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Da die Spur unabhidngig vom gewéhlten vollstindigen Funktionensystem ist, benutzen wir als
Zustdnde | X, ) unsymmetrisierten Produktzustidnde von Einteilchenzustdnden (« steht hier fiir
einen Satz von Quantenzahlen, der das Einteilchenproblem vollstindig beschreibt)

|xw>(”) = |zx>(“) , a=12,...,N, a=1,2,...,

d.h. wir betrachten die | X, ) eines wechselwirkungsfreien Systems.

Die Einteilchenzustédnde seien vollstindig und orthonormiert (wir lassen den Teilchenindex a
hier weg):

Rala) = xula) ,  (a|B) =dap, Y la) (af = 1.
14
|Xy) ist dann durch (v = {vy, 1, ...,vN}) das Produkt der Einteilchenzustinde
X0} = [v) )@ o))

gegeben. |v;) @) ist der Zustandsvektor des Teilchens a, das sich im Zustand v, befindet.

Durch Anwendung von [ auf |X,) erhalten wir die (anti-)symmetrischen Vektoren
i 1 PB |y (D) [,y @) (N)
’XV>:|: = ]:l: |XV> = ﬁ Z(:l:l) P ’1/1> ‘1/2> . ‘VN> = |1/1,1/2,. . .,VN>:|: ,
“P

die allerdings noch nicht normiert sind. D ist der Permutationsoperator, der auf die Koordina-
ten der Teilchen wirkt:

Pl 1)@ )N = )P ) B2 YN

wobei (P1, P2,..., PN) eine Permutation des Satzes (1, ..., N) bedeutet. Der Zustand }XV> 4 ist
damit vollstindig durch die Besetzungszahlen n, der Einteilchenzustdnde |x,) charakterisiert.
Wir konnen statt die Teilchenkoordinaten zu permutieren auch die Quantenzahlen permutie-
ren

[va) @ 1) = )@ 1)@ = )@ )
oder allgemein
1

= i LD 1Pv) D [ Prp) @ )Y
° P

| Xv)+

Dabei wird tiber alle Permutationen des Satzes {v; ...vy} summiert, und nicht nur iiber sol-
che, die die Zahlenreihe vy, 15, . . . wirklich dndern.

Ein Beispiel: Sei N = 3 und (v, v2,v3) = (1,1,2), dann ist die Summe iiber P iiber alle 3! = 6
Permutationen
(v1,v2,v3) (v2,v1,13) (v2,v3,v1) (v1,V3,1v2) (v3,V2,v1) (V3,11,12)
d. h. (1, 1,2) (l, 1,2) (1, 2, 1) (1, 2, 1) (2, 1, l) (2, 1, 1)
zu erstrecken, von denen nur 3 = 3!/2!1! voneinander verschieden sind.

Zunichst bemerken wir, daf8 die neuen Zustiande | X, ), noch nicht auf Eins normiert sind. Es
gilt
<X1/ ’Xv’> = 1/11/{51/

! e
2Vs

1)

NV
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und daher

i<Xv‘Xv/>i = <Xv’fi’Xv’> = <X1/ fzt Xu’>
1
= & Pl Pl |07 pup) Y |Puy)® o)™
* P

Hier haben wir J§ = J. sowie J2 = J. benutzt.

Da |«) eine orthonormierte Basis ist, gilt daher fiir die rechte Seite

1 N
X [X), =5 Y TT6,pu(1)". (2.5)
* P =1

Bei Fermionen, bei denen jeder Zustand nur einmal besetzt ist, folgt daher fiir den Fall, daf3
der Satz v = {v; ... vyx} eine Permutation P von v’ = {v{,..., v} } ist

1
P
(X X)) =(-1) NE
Nur diese eine Permutation gibt in der Summe (2.5) einen von Null verschiedenen Beitrag. Nor-
mierte Funktionen sind daher die Vektoren ‘XV>_ = V/N! ‘XV>_. Wir kénnen diese normierten
Zustande auch in der Form

XV = ny,Nnz,...,Np,...)
[Xv)_ = | preee)

schreiben, wobei die n, = 0,1 die Besetzungszahl des Einteilchenzustands |x,) angeben. In
der Klammer |) stehen jetzt so viele Besetzungszahlen 1, wie es Einteilchenzustdnde gibt, das

konnen auch unendlich viele sein. Es gilt aber )  n, = N. Da nur die Einteilchenzustidnde
=1

‘1/1>, 1/2>, ees, VN> den Zustandsvektor |XV> bilden, sind dementsprechend n,, = n,, = ... =

nyy = 1, alle anderen 7, sind gleich Null.

Bei Bosonen folgt analog aus (2.5)
N
+ <X1/’X1/>+ = ;7' 1—!51/,',131/{ = ﬁ 1—[ nv!
1=

wenn sich N, (=0,1,2,...) Teilchen im Zustand p; befinden (0!=1). Es ist wieder wichtig zu
betonen, daf$ bei der Summe tiber P alle N! Permutationen der v, . . . vy erfast werden, d.h. auch
solche, die durch Vertauschung gleicher v; auseinander hervorgehen. Die normierten Zustdande

sind deshalb
~ N!
e d e = gt Ko = Iz iy

mit n, = 0,1,2,... und } n, = N, v, ist der hochste besetzte Zustand. Diese Formel gilt
v=1
tibrigens auch fiir Fermionen wenn man berticksichtigt, daf fiir diese 1, = 0, 1 gilt.
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Wir kehren jetzt zur Berechnung der Spur von Operatoren der Form [+ A zuriick. Dabei be-
nutzen wir [f+, A] . = 0, da physikalisch sinnvolle Observable A(£() ... 2N)) wieder mit dem
Permutationsoperator P kommutieren miissen (da der Wert einer Observablen nicht davon
abhangen darf, welches Teilchen sich in welchem Zustand befindet).

Sp(J:A) =sp (Jid) =sp(J:AJ=) = Y (X JAIX)),

V1,.--UN
Wir beginnen wieder mit Fermionen und zerlegen die Summe {iiber vy, 15,... in N! gleiche
Beitrdge mit einer jeweils anderen Schachtelung der v;:

M <V<v3...<VUny, M <V <V3...<VNn, VW <Vz3<V]...<VUNUSW..

Sp(J_A) = Y N (X |AX)

1< <..<VN

= Z/ (i, ny,.. |Alm, ..y =Sp_(A),

{nv}
wobei die Summe Y ' die Nebenbedingung Z n, = N beriicksichtigt. Wir kénnen also in
{nv}
einem System N identischer Fermionen die Spur einer Observablen A ganz allgemein dadurch
berechnen, dal wir die Sp (f_A) bilden. Da J_ |X,)_ = |X,)_ gilt, bleibt das Resultat auch

gleich, wenn wir die Sp (J_ A) mit dem Satz der total antisymmetrischen und normierten Funk-
tionen bilden, d.h.
Sp(J-A) =Sp_(A4) =8p_(J-A).

Als Beispiel betrachten wir jetzt noch einmal das ideale Fermigas. W(M) = Sp (J_Jp) mit i = ¥ [Xu) (X,
HeM

wobei die |XV> Produktzustinde von Einteilchenzustdnden sind, y = (1, i, - . . pin ). Dann wird

W(M) = sp(J-Jm)=Sp(U-T-Jm/-J-)
= Y (XY (X)) (KX
n<in<.. m<pa<..<pu
= Z/ (ny,my, .. ]Z//’nl, n, ... (nmy.. | Xm0,
{nv}

wobei Y. " die Summe iiber alle Zustinde in M unter der Nebenbedingung n, = N bedeutet. Damit wird
{n}

wm) =Y’ Z”H(sn =
{m} {n},} o= {n,t}

Wir wollen jetzt als Beispiel den friiher betrachteten Fall behandeln, bei dem ein Makrozustand durch die Zahl N;
der Teilchen auf dem Energieniveau ¢; charakterisiert ist, wobei dieses g;-fach entartet ist (d.h. E; = E; = ... =

Egy =¢€1,Eqi 11 =Eg 42 =... = Eg4+g, = &, etc.). Dann gilt mita; = g1+ g2+ ... + gi 1
!/
W(M) = Z (eenp, e m||n, g, )
veM

m 1 1
= ”l — H ( Z e z 5nai+nai+l+m+nai+girNi)

{n,} i=1 \ 1y, =0 Mo+, =0




Bei Bosonen gilt analog

A Myl !

Sp(f+A): Z +<XV’A’XV>+: 2 +<XV’A’XV>+ N!

v1,V2,... V1...UN

Zu jedem Zustand ]f{v>+ = (ny,!... nVN!/N!)l/2 ‘XV>+ gehoren in der Summe Y. (N!/[]ny!) Sétze (v1...vy),
V1...UN v
die gleichen Besetzungszahlen n, entsprechen.

Damit wird
Sp (f + A)

Z +<XV|AA|X1/>+: Z Jr<1’11,7/12,...}A|1’11,1”12,...>jL

1< <.y {m}

= SP+(A) = SP+(f+A) .
Analog zu den Fermionen erhilt man dann fiir ein wechselwirkungsfreies Gas

- N1
sp (1w = X" 1=TT1 (%3 )
NN e

Zusammenfassend fiir ein System identischer Bosonen und Fermionen kénnen wir also das
statistische Gewicht W(M) des Makrozustand M als

Wi (M) =Sp (JuJm) = Sp..(Jm)

schreiben. Damit erhalten wir fiir die Boltzmann-Entropie im Makrozustand M

Sg(M) = kgInSp (Jfm) -

2.6 Die Temperatur, Anschluff an die Thermodynamik

Wir betrachten jetzt n Systeme, die sich zundchst separat im thermischen Gleichgewicht befin-
den, d.h. jedes System ist bei vorgegebener Teilchenzahl N} und Energie E() im Zustand ma-
ximaler Entropie. Wir bringen jetzt die Systeme in wechselseitigen Kontakt, so dafi sie Energie,
aber keine Teilchen austauschen kénnen. Das Gesamtsystem wird dann wieder in das thermi-
sche Gleichgewicht, d.h. in den Zustand maximaler Gesamtentropie iibergehen. Die Energie
der Subsysteme ist dann E(), wobei Energieerhaltung gilt: .

M-

Il
—_

. n ~
ED =Y"EY = E = const . (2.6)
i=1

1 1

4Streng genommen fiihrt das Einschalten einer Wechselwirkung zwischen den Systemen i und j zu einer zusétz-
lichen Wechselwirkungsenergie E,-]-, von der wir aber annehmen wollen, daf8 diese klein ist. Bei kurzreichweitiger
Wechselwirkung sind ED bzw. E() von der Ordnung N () wihrend E (ij) von der Ordnung N2/3 ist. Im thermody-
namischen Limes ist E;;) also vernachléssigbar
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Wir suchen nun das Maximum der Gesamtentropie
Ss(EM,ED,... M) = ¥ 0 (E)
i=1
unter der Nebenbedingung (2.6), die wir wieder mit der Methode des Lagrange-Parameters
berticksichtigen.
Sg(EW + AEW, E®) L AE@) ..y —Gp(EM,E?) ...y — kB,BZAE(i)
_ - (95 (ED)
B ; 9E()

1

—kpB | AED + O((AED)?).
E()=E(@)

Damit die Entropie ein Maximum ist, mufs

asy (E®)

. = kp Vi
oE() 'Emém P

gelten, d.h. die Ableitungen asg) (E)/9E" sind im Gleichgewicht fiir alle Systeme gleich. Es
empfielt sich, dafiir eine separate Grofse, die Temperatur T einzufiihren:

aSp(ED) 1
OEO T T ksp

Alle Systeme im thermischen Gleichgewicht haben die gleiche Temperatur.

Da bei den Betrachtungen in 2.2 zur Herleitung der Gleichgewichtsverteilungen idealer Gase
kp®{N} bis auf additive Konstanten gerade die Boltzmann-Entropie war, ist klar, daf der
Lagrange-Multiplikator in beiden Fillen die gleiche Bedeutung hat, d.h. (kB,B)_1 in 2.4 ent-
spricht auch der Temperatur. Fiir freie Teilchen gilt demnach E/N = 3kgT.

Nattirlich hitte man die Gleichheit der Ableitungen asgéfi;")) fiir Systeme im Gleichgewicht auch

ohne die Methode der Lagrange-Multiplikatoren erhalten. Man mufS dann nur die Energieer-
haltung direkt beriicksichtigen

Sg(EM + AEW, E@) 4 AE®) ...y —Sp(EW,E?),...) =

n=1 ¢ (p(i () =(n
L(E()) AE® _L(E()) (AE(l)—F---—i—AE(”*]))
i=1 oE() EG=E®) oE(m E(n)—E(n)
asg)(é(i)) = BSI(;)(E(”)) i=1---n—1
oE() oE ()

Sind die Korper noch nicht im wechselseitigen Gleichgewicht, dann folgt fiir die zeitliche
Entwicklung der Entropie

dss  &dsy 5 asy dE®
dt — &= dt ~ ZoE() dt




Betrachten wir z.B. zwei Korper, so gilt wegen dE M /dt = —dE®@ /dt und damit

dsB_ds§>+d5§>_ asy) sy \dEW /1 1) dEW
dt — dt dt B

9EM  9E@ | dt T, T,) dt ~
Es folgt daher:
dE®
<
T > Ts, T 0
deM®
T T >
1< 1>, i >0,

d.h. die Energie geht vom Korper hoherer Temperatur zu dem niederer Temperatur iiber.

Da wir hierbei keine Anderung von Systemparametern vornehmen, nennen wir die ausge-
tauschte Energie die “Widrmeenergie” Q oder kurz Warme. Fiir infinitesimale Anderungen

gilt offenbar fiir jedes der beiden Systeme (dsg) = 4dE; und dSéz) = 2dE)

1 2

dE = dQ = TdS.

Hierbei hatten wir vorausgesetzt, dafs jeder Korper fiir sich schon im Gleichgewicht war. Ist
dies nicht der Fall, wird die Entropiednderung nicht allein durch dQ beschrieben, es gilt dann

TdS > dQ.

Als nichstes konnen wir den Austausch von Teilchen zulassen, so wie wir etwa den Teilchen-
austausch zwischen Zellen des y-Raumes zugelassen hatten.

Die Entropie ist jetzt zusdtzlich eine Funktion der Teilchenzahl N (). Entwickeln wir die Entro-
pie wieder um die Gleichgewichtskonfiguration E()), N, wobei wir die zusitzliche Nebenbe-
dingung

ZH:N(i) = Zn:N(i) = N = const
i=1 i=1

mit dem Lagrange-Multiplikator —akp berticksichtigen, dann erhalten wir

. . -~ . ~ -~ n . n .
Sp{EW + AEW, NW + AND} — Sp{ED, N} —kpB Y  AEW — kpa Y~ ANV =
i=1 i

i=1
n as(l) E(i),N(i) ) as(l) E(i),]\](i) )
2{ 5 ( - | k) a0 4 (28 o ) —kpa AN(Z)}
i=1 oE £ oN N =)

+O(AN®? AE®? AED) . AN .

E=

Offenbar folgt neben der Gleichheit der Temperatur + = kgp jetzt auch die Gleichheit von

ast(EM, Ny




wobei u das sogenannte chemische Potential ist. Im Gleichgewicht sind also die chemischen
Potentiale der Systeme gleich.

Wir konnen diese Betrachtungen leicht auf den Austausch anderer extensiver Grofien, fiir die
ein Erhaltungssatz gilt, erweitern. Betrachten wir z.B. einen abgeschlossenen Zylinder, der
durch eine bewegliche Trennwand in zwei Kammern unterteilt ist. Durch die Trennwand sei
Energie — aber kein Teilchenaustausch — moglich. Fiir Volumina v, V@ der Kammern gilt
V() 1+ v@ = V = const.. Eine vollkommen zu den obigen Fillen analoge Rechnung liefert
dann

asYV(EW, vy  3sP(E@,v@) p

ov(1) ov(@) T
wobei wir als neue intensive Grofie den Druck P eingefiihrt haben. Im Gleichgewicht sind
also die Driicke der Systeme gleich (falls ein Druckausgleich moglich ist).

Verallgemeinernd konnen wir sagen: gilt fiir extensive Groéflen O;, die zwischen 2 (oder n)

Systemen ausgetauscht werden konnen, ein Erhaltungssatz, OZ-(l) + OZ-(Z) = O; = const, dann
gilt im Gleichgewicht
1) /A1 2) 1 ~(2
05y (0) _ as5(07) _ o
o0 o0® !
1 1
Betrachten wir ganz allgemein Sg(Oy, - - - ,Oy,), wobei die O; extensive Grofen (d.h. propor-

tional zur Teilchenzahl) sind, die aber jetzt das Gesamtsystem oder einen hinreichend grofien
Teil darin beschreiben. Entwickeln wir Sp um die Gleichgewichtswerte 0;, O; = O; + AO;,
dann folgt éASB{AOi} = —1 Y. C;AO;AO;. Da S und die O; von O(N) sind, folgt C;j =

76856501 = O(1/N). Es ist dann elementar zu zeigen, da (AO?) = O(N) ist, d.h. die

01=0;
typischen Abweichungen vom Gleichgewichtswert O; = O(N) sind von der Ordnung v/N.
Betrachtet man daher die Dichten extensiver Grofien, dann sind fiir diese die Fluktuationen
von der Ordnung 1/+/N und verschwinden damit im thermodynamischen Limes N,V —
0, V /N = const.

Wir haben damit den Anschlufs an die Thermodynamik hergestellt. Tatsdchlich sind die Hauptsitze
der Thermodynamik in unseren Resultaten bereits enthalten.

O. Hauptsatz: Ist System ¢ mit den Systemen 0> und o3 im Gleichgewicht, dann sind auch die
Systeme 0, und o3 im Gleichgewicht.

Wir haben dies hier fiir das thermische (T; = T, = T3), chemische (y1 = p2 = u3) und das
mechanische Gleichgewicht (P; = P, = P3) gezeigt, analog existieren weitere Relationen.

1. Hauptsatz: Es gilt der Energieerhaltungssatz
dE =dQ+dA

dQ ist die dem System zugefiihrte Warme, dA ist die am System geleistete Arbeit. Im Un-
terschied zu E sind Q und A keine Zustandsfunktionen, man kann im Nachhinein nicht ent-
scheiden, ob die Energieerhohung durch Zufuhr von Warme oder am System geleistete Arbeit
erfolgt ist.
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2. Hauptsatz: dQ < TdS
wobei das Gleichheitszeichen fiir reversible Prozesse gilt.

Zur Boltzmannschen Konstante kp: Historisch waren Entropie und Temperatur bereits in der
Thermodynamik eingefiihrte Begriffe, so dafd die Boltzmannsche Konstante
kp = 1.380658 - 10" 2] /K (1] = 107erg)

betragt.

Einige Beispiele mogen die Groflenordnungen verdeutlichen:

e Fir T=1KistkgT =1,38-10"22] =8,62-107° eV.
e Im Bereich der Raumtemperatur hat kgT etwa den Wert 4,14 - 10721 ] = 0,026 eV.

o kT =1eV =1,6-10"1] gilt fiir T ~ 11600 K.

Fiir den Theoretiker ist das Mitschleppen des Faktors kp dufSerst lastig. Mit der Substitution

SB/kB — SB
kBT — T

konnen wir zu einer Formulierung der Theorie {ibergehen, in der kg = 1 ist. Die Entropie ist
dann dimensionslos wihrend die Temperatur in Energieeinheiten gemessen wird. Diese Kon-
vention werden wir im Folgenden benutzen. Durch Umkehrung dieser Substitution in allen
spéter folgenden Ausdriicken kdnnen wir zu den konventionellen Einheiten zuriickkehren.

Fazit dieses Kapitels

Als Ergebnis der vergrobernden makroskopischen Beschreibung ist es uns also gelungen, aus-
gehend von den (reversiblen) Gesetzen der Mechanik, die Irreversibilitdt der makroskopischen
Prozesse zu erkldren sowie Ansschlufi an die Grofsen der Thermodynamik — Entropie, Tempe-
ratur, Warme etc. — zu finden.

2.7 Aufgaben

1. Ising-Spinsystem

Das System bestehe aus N Ising-Spins (N gerade). Ein Mikrozustand des Systems sei durch die Angabe der Werte
S; = +1 der einzelnen Spins i = 1,..., N gekennzeichnet. Es gibt 2V solche Zustinde. Ein Makrozustand sei durch
alle Mikrozustidnde mit Gesamtspin M = ) ; S; gegeben. Ein Mikrozustand mit Gesamtspin M hat (N — M) /2 Spins
mit S = —1und (N + M) /2 Spins mit S = 1.

(a) Bestimmen Sie die Zahl W(M) von Mikrozustinden zu M. Priifen Sie, dafl die gesamte Zahl von Mikro-

zusténden Wy = Yy W(M) gleich 2V ist.
(b) Finden Sie W(M) im Limes N >> M > 1 mit Hilfe der Stirling-Formel (Gaufische Verteilung).
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2. Poincarésche Wiederkehrzeit

In einem krummwandigen Behilter mit Volumen V befinde sich ein Gas aus N nichtwechselwirkenden Teilchen.
Alle Teilchen haben Masse m und eine typische Geschwindigkeit v. Ihr Impuls dndert sich nur, wenn sie an der
Behilterwand reflektiert werden.

(a) Betrachten Sie zunichst ein einziges Teilchen, das sich zu einem gewissen Zeitpunkt am Punkt X = (p, q)
des Phasenraumes befinde. Da der Behélter krummwandig ist dndert sich bei jedem Stof8 die Richtung des
Impulses in nicht vorhersehbarer Weise. Schitzen Sie die Zeit ab, nach der das Teilchen bis auf eine Orts-
und Impulsungenauigkeit 67 und dp zum Ausgangspunkt X zuriickkehrt. Verwenden Sie dabei V = 1cm?,
oq = 104, op = 10~2mv, v = 13 - 10*cm/s.

(b) Schitzen Sie nun die Zeit ab, nach der N = 2.7 - 10'® Teilchen gleichzeitig zum jeweiligen Ausgangspunkt
zuriickkehren.

Bemerkung: Die angegebenen Daten sind fiir Helium bei 0°C.

3. Energieschale

In einem Behdlter befinden sich N Teilchen eines idealen Gases. Der Makrozustand M(Ey, E;) umfasse alle Phasen-
raumpunkte X mit E; < H(X) < E,. Berechnen Sie das Phasenraumvolumen |I'(M(Ey, Ep))|. Diskutieren Sie fiir
groe N das Phasenraumvolumen einer Schale M((1 — .epsilon)E, E) mit der relativen Dicke 0 < .epsilon < 1im
Verhiltnis zum Phasenraumvolumen der Kugel M(0, E).

4. Zustandsriaume

Ein System bestehe aus N Teilchen, die Z verschiedene Einteilchenzustdnde einnehmen kénnen. Bestimmen Sie fiir
die folgenden drei Teilchenarten die Gesamtzahl der Mikrozustdnde des Systems:

(a) Die Teilchen seien unterscheidbar. Jede Moglichkeit, den Teilchen unabhidngig voneinander einen Einteil-
chenzustand zuzuordnen, stelle einen Mikrozustand dar.

(b) Die Teilchen seien ununterscheidbar. Die Besetzungszahl 7, sei die Anzahl der Teilchen, die den Einteil-
chenzustand Z, besitzen. Jede mogliche Realisierung der Besetzungszahlen stelle einen Mikrozustand dar.
(In diesem Fall nennt man die Teilchen Bosonen.)

(c) Die Teilchen seien ununterscheidbar. Die Besetzungszahl 1, soll nur die Werte n, = 0,1 annehmen koénnen.
Jede mogliche Realisierung der Besetzungszahlen stelle einen Mikrozustand dar. (In diesem Fall nennt man
die Teilchen Fermionen.)

5. Zustandsverteilung fiir Bosonen

Man betrachtet N wechselwirkungsfreie Bosonen (s. Aufgabe 4(b)), die auf die Einteilchenenergieniveaus Ey, ...Ey..
verteilt sind. Der Mikrozustand des Systems ist dann durch die Angabe der Besetzungszahlen ny, .., n,.. der Ener-
gieniveaus Ej, ..., E,.. gegeben (1, > 0 beliebig). Wir betrachten jetzt Gruppen von jeweils g; benachbarten Ener-
gieniveaus Ey, ..., E¢1, E¢141, ..., E¢1 142 usw. als quasi-entartet und bezeichen deren Energien mit .epsilon; und deren
Besetzungzahl mit N;. Der Makrozustand M des Systems ist dann durch die Besetzungzahlen Nj, ..., N;.. gegeben,
wobei die Teilchenzahl N = }; N; und die Energie E = }; Nj.epsilon; erhalten bleiben.

(a) Berechnen Sie die Zahl W(Nj, ..., Nj, ...) der Mikrozustidnde zum Makrozustand M.

(b) Finden Sie die Besetzungszahlen N; fiir den Makrozustand, zu dem die groSte Zahl von Mikrozustinden
gehort (bei gegebener Gesamtenergie ) ; Nj.epsilon; = E und Teilchenzahl } ; N; = N). Benutzen Sie dazu
die Methode der Lagrange-Multiplikatoren wie in der Vorlesung.

(c) Finden Sie W(Ny + ANy, ..., N; + AN;, ...) als Funktion von AN; = N; — N; bis zur zweiten Ordnung in AN;.
Hinweis: Benutzen Sie eine Entwicklung von In W(Nj + ANy, ..., N; + AN;, ...).
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6. Random Walk zwischen Winden

Der Abend war lang und R.W. hatte mehr getrunken als ihm gut tat. Seine Freunde hatten ihn noch bis zur Breiten
Strafie gebracht. Von dort sollte er alleine nach Hause kommen. Das ging mehr schlecht als recht: seine Fiifie brach-
ten ihn zwar mit jedem Schritt vorwérts (x — x + 1), dies aber nicht sehr geradlinig (y(x + 1) = y(x) £ 1) und vollig
unkorreliert, siehe Skizze. Dann waren da noch die Wiande, die ihn durch schmerzhafte Kollisionen halbwegs auf
Kurs hielten (Jy(x)| < b). Berechnen Sie die mittlere Anzahl x von Kollisionen pro Schritt als Funktion der Breite b.

Dabei konnen Sie nachstehenden Schritten folgen, mit denen Sie bereits vertrauten Begriffen ndherkommen:

(a) Nehmen Sie an, seine Freunde hatten ihn bei x = 0, y(0) = yo loslaufen lassen. Fassen Sie alle von diesem
Punkt ausgehenden Wege mit x Schritten Linge als Mikrozustinde auf. Ein Makrozustand M(x,yy) sei
durch alle Wege gegeben, die zu y(x) = y, fiihren. Uberzeugen Sie sich davon, da8 fiir die Anzahl W(x, yx)
dieser Wege gilt:

W(x + 1/yx+l) = Z T(yx+1/yx)w(x/yx)~
Ya
Bestimmen Sie T. (Eine Matrix wie T wird gewohnlich Transfermatrix genannt.)

(b) Der Gesamtzahl W(x) = Y, W(x, yx) aller Wege mit x Schritten 1agt sich die Entropie Sj(x) = kpIn W(x)
zuordnen, die von b abhingt. Sei s,(x) = S, (x)/x die Entropie pro Schritt. Zeigen Sie, dafi s, (x) fiir x — oo
alleine durch den grofiten Eigenwert von T bestimmt ist.

(c) Berechnen Sie diesen Eigenwert mit Hilfe des Ansatzes V (y) = cos(ay) oder V(y) = sin(ay) fiir die Eigen-
vektoren von T. Begriinden Sie diesen Ansatz!

(d) Stellen Sie sj(x) mit der mittleren Anzahl wy(x) von Moglichkeiten pro Schritt, den Weg fortzusetzen, in
Verbindung. Dann haben Sie auch die mittlere Anzahl x von Kollisionen pro Schritt.

Schon nach wenigen blauen Flecken hatte sich R.W. gefragt, wie das wohl weitergeht. Zur Rechnung (a-d) war er
nicht in der Lage. Jedoch versuchte er, da die Breite Strafle breit war, x folgendermaflen abzuschétzen:

(e) Zuerst hat er sich tiberlegt, wie grof die typische seitliche Drift 3/%(x) = [y vW(x,y)]/ [Ly W(x,y)] nach x
Schritten ohne Wande wiére.

(f) Dann hat er sich gedacht: mit Wanden wird es wohl durchschnittlich alle 1/x Schritte, gegeben durch
7(1/x) ~ b, Tuchfithlung geben.

Gar nicht so schlecht, oder? Gewisse Eindriicke sollten ihn noch ldnger an diesen Heimweg erinnern.

Bemerkung: Wir haben dieses Problem soeben als rein statisches Problem zu Wegen in einem zweidimensionalen
Raum kennengelernt. Es ist fiir verschiedene physikalische Systeme von Bedeutung, z.B gerichteten Polymeren
(“directed polymer”) oder auch Wirbellinien in Supraleitern. Man kann sich auch vorstellen, dafs die Wéande néhe-
rungsweise benachbarte Polymere darstellen. Dann fiihrt die gegenseitige Einschrankung der Ausbreitungsmoglich-
keiten zu einer Entropiereduktion und zu einer effektiven Wechselwirkung zwischen den Polymeren. Zusatzlich
kann dieses Problem auch dynamisch verstanden werden, wenn man x mit der Zeit und nur y mit einer Raumrich-
tung identifiziert.

7. Barometrische Hohenformel

N Teilchen der Masse m befinden sich unter dem Einflufs des Gravitationspotentials mgz in einem Zylinder mit
Querschnitssflache A und Hohe H. Die gesamte potentielle Energie der Teilchen sei E = mgz. Bestimmen Sie aus
der Boltzmann-Verteilung die barometrische Hohenformel, die angibt wieviele Teilchen n(z)dz sich in der Hohe
z...z+ dz befinden.

8. Fluktuationen im idealen Gas

Untersuchen Sie wie in Aufg. 5 die Abweichungen AN; = N; — N; der Besetzungszahlen Nj; von ihren wahrschein-
lichsten Werten N; fiir die drei Fille, daf die Verteilungen durch die Boltzmann-, Bose-, und Fermistatistik gegeben
sind.

Berechnen Sie dazu zuerst die Entropiednderung bei Anderung der Besetzungszahlen um AN; bis zur zweiten
Ordnung in den AN;. Warum verschwinden die Terme, die linear in den AN; sind?
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Berechnen Sie dann die mittlere quadratische Abweichung ((AN;)?) mit Hilfe der Formel aus der Vorlesung. Wann
sind diese mittleren quadratischen Fluktuationen grof3 bzw. klein?

9. Relativistisches Gas

Klassische relativistische Teilchen besitzen eine Energie .epsilon(x) = c|p|, wobei x = (r,p) und c die Lichtge-
schwindigkeit ist. Ein nichtwechselwirkendes Gas solcher Teilchen befinde sich in einem Behilter mit Volumen
L3

(a) Bestimmen Sie fiir ein einzelnes Teilchen das Phasenraumvolumen | (E)|dE fiir Zustinde mit Energie
E < .epsilon(x) < E + dE. [Hinweis: Sie kénnen dabei z.B. |Q; (E)| = [ d®x15(E — .epsilon(x;)) verwenden,
wobei §(z) die Diracsche Deltafunktion ist. Fiir sie gilt mit zwei beliebigen Funktionen f, g:

[az@3(8(2)) = L £)/1g o),

wobei z, die Nullstellen von g sind.]
(b) Berechnen Sie nun durch schrittweises Hinzufiigen einzelner Teilchen das Volumen |Q (E)|dE fiir Zustinde
mit Energie E < Zf\il .epsilon(x;) < E + dE im N-Teilchen-Phasenraum. [Hinweis: Sie konnen dabei z.B.

N

|ON(E)| = /déxN... /d6x2 /d6x1(5(E— Y epsilon(x;))

i=1
verwenden. Fiir das Folgende ist es nicht so wichtig, rein numerische Faktoren explizit zu bestimmen.]

(c) Finden Sie die Teilchendichte n(x) im p-Raum. [Hinweis: Dabei kénnen sie z.B. das N-te Teilchen heraus-
greifen und

N
n(xy)/N = /déxN,l.../déxz/déxlé(E— Z.epsilon(xi))/\QN(Eﬂ
i=1

verwenden.]

(d) Diskutieren Sie n(xy)/N im Limes grofer N mit fester Energie pro Teilchen .epsilon. Berechnen Sie ebenfalls
die Temperatur und vergleichen Sie diese mit .epsilon!

(e) Was dndert sich, wenn man als Einteilchenenergie .epsilon(x) = c|p|* verwendet? (Dieses Modell kann nicht
mehr als relativist. Gas bezeichnet werden, ¢ > 0 ist einfach eine Konstante. Fiir & = 2 beschreibt diese
Modell gewohnliche Teilchen).

Bemerkung: Diese Aufgabe liefert ein Beispiel fiir eine Rechnung ohne Verwendung der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren. Was kdme mit dieser Methode heraus?

10. Ising-Spinsystem in einem Magnetfeld

In einem klassischen Ising-Spinsystem mit N Spins kann jeder Spin zwei Zustidnde S = +1 annehmen (vergl. Aufg.
1). Wir betrachten ein solches System wechselwirkungsfreier Spins in einem dufleren Magnetfeld H. Die Energie
eines einzelnen Spins i hat dann den Wert E; = uHS; = ¢(S;. Die Makrozustdnde seien durch die Gesamtenergie
E = Megg fir M = —N, ..., N gegeben. Bestimmen Sie

(a) die Zahl der Mikrozustdnde zu einem Makrozustand,
(b) die Entropie Sp(E),
(c) die Temperatur T(E) fiir N > 1, sowie

(d) Energie und Entropie als Funktion der Temperatur.

11. Harmonischer Oszillator

Man betrachte ein System aus N unabhéngigen eindimensionalen Oszillatoren mit Masse m und Frequenz v. Die

2
Hamiltonfunktion lautet dann H = YN | 2% + %m(Zm/)zqiz}.
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(a) Geben Sie zundchst im klassischen Grenzfall, d.h. unter Verwendung der Boltzmann-Verteilung, die Gesam-
tenergie E und die Entropie S in Abhédngigkeit des Parameters 8 an (vgl. Vorlesung).

(b) Im quantenmechanischen Fall ergibt sich die Gesamtenergie zu E = %th + Mhv mit M = 0,1,2,....
Der erste Summand gibt hierbei die Energie der Grundzustandsoszillationen an und der zweite Summand
reprasentiert die Energie der Anregungen. Der Makrozustand des Systems wird somit durch M charakteri-
siert. Geben Sie die Anzahl der moglichen Mikrozustinde in Abhédngigkeit von M an. Bestimmen Sie dann
die Gesamtenergie E und Entropie Sp in Abhédngigkeit von .

(c) Priifen Sie, ob im klassischen Limes die Ergebnisse von (b) mit denen von (a) tibereinstimmen.

12. Fluktuationen von Systemen im Gleichgewicht

Zwei Systeme seien derart in Kontakt, dafs Energie zwischen ihnen ausgetauscht werden kann. Die Energie des
Systems i = 1,2 sei E;. Es gebe |Q);(E)|dE Zustinde mit Energie E < E; < E + dE. Die Kopplung der Systeme sei so
schwach, daf} die Gesamtenergie beider Systeme Ej, = E; + E; sei.

(a) Betrachten Sie E; als Observable des Gesamtsystems. Bestimmen Sie die Anzahl der Zustdnde zu gegebenem
E; und gegebener Gesamtenergie Eq;.

(b) Bestimmen Sie wie in der Vorlesung den Gleichgewichtszustand E; und erstellen Sie die Gleichgewichtsbe-
ziehung zwischen den Temperaturen der Teilsysteme.

(c) Betrachten Sie nun das statistische Gewicht von Fluktuationen AE; = E; — E; um das Gleichgewicht, in-
dem Sie die Entropie bis zur zweiten Ordnung entwickeln. Interpretieren Sie die Entwicklungkoeffizienten
physikalisch. Berechnen Sie die Fluktuationen von AE;.

(d) Diskutieren Sie, wie die in (c) auftretenden Variablen mit der Systemgrofe skalieren.

13. Dichteschwankungen

In einem Behailter mit dem Volumen Vj befinden sich Ny Molekiile. Fiir jedes Molekiil sind Teilrdume mit gleichen
Volumen gleich wahrscheinlich.

(a) Bestimmen Sie fiir ein Teilvolumen V' die Wahrscheinlichkeit (relative Hiufigkeit) Wy (N), daf sich N Mo-
lekiile in ihm befinden.

(b) Wie gro8 ist die mittlere Anzahl (N)y von Molekiilen in V?
(c) Berechnen Sie das mittlere Schwankungsquadrat ([N — (N)y/]?)y. Wie grof ist die relative Abweichung

VAN = (N)v]?)v/(N)y?
(d) Betrachten Sie die GroBen von (c) fiir Ny = 6108 mit V =V, V = 1V, und V = 107°V,.

(e) Diskutieren Sie die Resultate von (a-c) im Grenzfall Vj, Ny — oo bei festem ng = Np/Vy, V und N.

14. Ideales Gas

N Teilchen eines klassischen idealen Gases befinden sich in einem Behilter mit Volumen V. IThre Hamiltonfunktion
lautet H = Zfil ﬁpf

(a) Der Makrozustand des Systems sei durch die Teilchenzahl N, die Energie und das zugéngliche Volumen
V gegeben. Berechnen Sie das statistische Gewicht W(N, E, V) von Zustidnden mit Energie E < H < (1+
.epsilon) E. Hierbei sei 0 < .epsilon < 1 eine vorgegebene Energieauflosung.

(b) Berechnen Sie daraus die Boltzmann-Entropie Sp(N, E, V).

(c) Berechnen Sie schliefllich die Temperatur und das chemische Potential.
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15. Energieflufs

Wir betrachten zwei zunéchst isolierte Systeme v = 1,2 mit den Teilchenzahlen N ) und Energien E(). Die Teilchen
(v)

seien geméf der Boltzmann-Verteilung auf die Einteilchenniveaus .epsilon; ’ verteilt:

N(W g(V) efﬁ(").epsilonlgv)
i i
)

O Z} g}v)e—ﬁ(V).epsilonj

wobei sich die B(*) aus EM) = ¥; Ni(v).epsilon(v) ergeben.

i
Wir lassen jetzt Energie-, nicht aber Teilchenaustausch zwischen den Systemen zu. Welche neuen Verteilungen
ergeben sich fiir die N l.(v)? Diskutieren Sie das Ergebnis!

Betrachten Sie nun speziell den Fall, daf8 die Systeme ideale Gase seien. Berechnen Sie dafiir den Energieflufy zwi-
schen den Systemen und die Entropiednderung durch die Herstellung des Kontaktes. Verwenden Sie dazu die aus
der Vorlesung bekannten Ausdriicke fiir Energie und Entropie des idealen Gases.

16. Projektionsoperatoren

Analog zu den Indikatoren fiir den klassischen Fall erfiillen die in der Vorlesung definierten quantenmechanischen
Projektionsoperatoren die folgenden Relationen:

M) =](M) (+); J(MF(M') = ommJ(M); T J(M) =1.

Beweisen Sie:

(a) Erfiillt ein Operator f(M) die Bedingung (), dann besitzt er nur die Eigenwerte 0 und 1.

(b) Seien (M) und J(M’) vertauschende Projektionsoperatoren. Zeigen Sie, da88 J(M)J(M’) ebenfalls ein Pro-
jektionsoperator ist.

17. Zustandszahl fiir Potts-Spinsystem

In einem klassischen Potts-Spinsystem mit N (N = 3K) Spins (siehe Zeichnung). kann sich jeder Spin in einem
von drei Zustdnden (i = 1,2,3) befinden. Der Mikrozustand des Systems ist dann durch die Angabe des Zustandes
(1,2 oder 3) jedes Spins gegeben. Die Gesamtbesetzungszahlen N; = (1/3)N + m; des Spinzustands i,i = 1,2,3
definieren den Makrozustand (mq + my + ms = 0).

(a) Finden Sie die Gesamtzahl W (7, m;) von Mikrozustdnden mit gegebenen (17, m; ). Wieviel Mikrozustidnde
gibt es insgesamt?

(b) Fiir welche m? ist W(mq, mp) maximal? Entwickeln Sie In W (my, my) um m(l), m) bis zu Termen (m; — m?)z.

18. Gerichtetes Polymer

Wir betrachten ein um 45° gedrehtes quadratisches Gitter (siehe Zeichnung). Auf diesem Gitter sei ein gerichtetes
Polymer (GP) als Pfad vom Ursprung 0 in die positive t-Richtung auf dem Gitter definiert (Schritte in die negative
t-Richtung seien verboten). Alle Pfade aus N Schritten enden in des gleichen Hohe ¢ wobei der Endpunkt durch
eine ganze Zahl m (den Abstand zur t-Achse) charakterisiert wird. Jeder Pfad charakterisiert einen Mikrozustand,
der Makrozustand sei durch den Endpunkt des Pfades gegeben.

(a) Finden Sie die Zahl W (m) von Mikrozustdnden zu einem Makrozustand. Wie gro8 ist die Gesamtzahl von
Mikrozustinden?

(b) Fiir welche m® ist W (m) maximal? Entwickeln Sie In W (1) um m° bis zu Termen (m — m°)2.
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Kapitel 3

Gibbssche Ensemble-Theorie

3.1 Feine und grobe Dichte

Wir haben bisher immer ein einzelnes System betrachtet, dessen Zeitentwicklung (fast) immer
zu einem Anwachsen der Boltzmann-Entropie fiihrte.

Nun ist aber aufgrund des im Kapitel 2 Gesagten klar, dafs wir ein System nicht in einem be-
stimmten Mikrozustand Xy = X(t = 0) préparieren konnen, sondern nur in einem Makro-
zustand My. Zu diesem gehoren natiirlich alle Mikrozustdande

X(t =0) € T(My)

Diese werden sich im Laufe der Zeit verschieden entwickeln, auch wenn sie fiir sehr grofse
Zeiten wieder im Gleichgewicht M und in benachbarten Makrozustdnden erscheinen werden.

Da wir nicht wissen, in welchem Mikrozustand sich unser System befindet, ersetzen wir un-
ser System durch ein Ensemble von A Systemen, wobei N sehr grof sein soll. Wir konnen
uns vorstellen, daf3 bei jeder Prdparation des Systems in My der Ausgangszustand einen neu-
en Punkt X, (0) unseres Ensembles darstellt, insgesamt haben wir A’ Punkte (v = 1---N\).
Die Dichte p(t = 0) dieser Punktewolke beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dal ein gewisser
Anfangszustand bei der Pridparation eingenommen wird.

Im Laufe der Zeit wird, wie wir in 2.3 diskutiert haben, diese Dichte auseinander laufen, ob-
wohl das urspriinglich im Phasenraum eingenommene Volumen erhalten bleibt. Nattirlich
nehmen jetzt die Observablen {O; - - - Oy, } nicht mehr fiir alle Phasenpunkte X, (t) die glei-
chen Werte an (im Unterschied zu t = 0).

Es erscheint nattirlich, den Erwartungswert (O;) der Observablen O; aus dem Mittelwert tiber
alle Ensemble-Trajektorien zu bestimmen:

1 ¥ , .
(O}, = 57 L OKl011) = [ dre(%,H0i(%,1

wobei wir die normierte Punktdichte p benutzt haben

=

1Y
p(X,t) = N ;5(}(_ Xv(t))
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Wir nennen p(X, t) die “feine” Dichte, diese geniigt dem Liouville-Theorem. Diese ist natiirlich
nicht sehr hilfreich, da wir zur Berechnung von p(X, t) alle Trajektorien kennen miiften.

Wir fithren deshalb noch eine “grobe” Dichte ﬁ(f(, t) ein. Von dieser fordern wir, daf sie die
gleichen Erwartungswerte wie die feine Dichte liefert

(04(t) ~—/deXt) (X,8) = (0i(1)),

Sei N (t) die Zahl der Ensemble, die sich zur Zeit t im Makrozustand M befinden:

N
Nua(t) = N [ dp(X,0)](X, M) = [ dr Y- 5(X = %, (6)](X, M)
v=1
Dann konnen wir die grobe Dichte p als

o Nu(t)J(X, M)
L= NT(M)

schreiben. Offenbar ist die grobe Dichte in den einzelnen Teilen I'(M) des Phasenraums kon-
stant, im Gegensatz zur feinen Dichte, die sich filamentartig {iber die Energieschale verteilt.

Wir zeigen jetzt, da (X, t) und p(X, t) tatsichlich zu den gleichen Erwartungswerte fiihren:
1), = [dra(%,n0i%1

- /erN N/drp (&, 0](X, M)Oi(X, )

Z/dr

/ dr'p(X, (X', M)O«(X', 1)
1
- / drp(X,00:(%,t)  qed.
hierbei haben wir
0 , sonst

I(X’,M)-J(X,M):{ 1, X,XeM

sowie O;(X,t) = 0;(X/,t) fiir X, X' € M benutzt. Wir kénnen also Erwartungswerte mit der
feinen oder der groben Dichte ausrechnen. Spater werden wir eine einfache Annahme tiber die
grobe Dichte machen.

3.2 Die Gibbssche Entropie

Wir konnen jetzt die Frage nach der Entropie des Ensembles stellen. Dabei haben wir gewisse
Freiheiten, wir wollen aber natiirlich wieder den Anschlufs an die Thermodynamik erhalten.
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Abbildung 3-1: Josiah Williard Gibbs (1839-1903)

Wie in Kapitel 2 ordnen wir jeder Kopie eine Boltzmann-Entropie
Sp(M(Xy(1)) = In [W(M(Xy(1)))]

zu. Ist jede Kopie im gleichen Makrozustand M, dann ist die Entropie des Ensembles Sg,s =

NS(M).

Im allgemeinen sind aber jeweils N (t) < N Kopien im Makrozustand M. Es stellt sich heraus,
daf3 fiir die Entropie des Ensembles gilt:

ns N
o ) %(t) [S5(M) — In

) — (sal) - (20000

Die Gibbssche Entropie S¢ folgt dann aus

S¢ = lim Sens/ N

D.h. die Gibbssche Entropie unterscheidet sich von der ensemblegemittelten Boltzmann-Entropie
(Sp(M)) durch einen zusétzlichen Summanden.

Wir wollen jetzt zeigen, woher der zusitzliche Summand <1n NWM(L)> kommt. Dieser hat die
Bedeutung einer Mischungsentropie zwischen den Ensembles:

N! Miotal N NM Miotal NM
Saish = 1 ~1 -— = — In —.
wish =0 e A e 1L (NM> L Nuln

Dazu ist es zweckmiBig, vom I'-Raum, in dem die N Punkte X, (t), v = 1--- N darstellen,
zum sogenannte Super-I'-Raum I iiberzugehen, in dem der Zustand aller N Kopien durch
einen Punkt X = (Xl,o -, X ) dargestellt wird, dieser hat 2fA Dimensionen. Die Relation
zwischen dem Super-I'-Raum und dem I'-Raum fiir A'-Kopien dhnelt der zwischen dem TI-
Raum und dem p-Raum fiir ein System aus N nicht-wechselwirkenden Teilchen.
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1 System: I'-Raum (1 Punkt) < p-Raum (N Punkte)
N Kopien:  T®-Raum (1 Punkt) < T-Raum (N Punkte)

Wir berechnen jetzt die Boltzmann-Entropie des Ensembles in der gleichen Weise wie in Kapitel
2 bei der Untersuchung des idealen klassischen Gases fiir ein System.

Ein Super-Makrozustand M ist durch die Besetzungszahlen {ANy,, Nu,, ...} der einzelnen
Phasenraumvolumina I'(M;), [ (M,), ... gegeben, ganz analog den Besetzungszahlen der Zel-
len im y-Raum bei der Betrachtung eines einzelnen Systems. Fiir das von einem Supermakro-
zustand eingenommene Phasenraumvolumen in I'® folgt daher (vergl.2.4)

r Ny, N | = N | | —_
7% (Nag, N Nu)l =N N (B!

d.h. die I'(M) und N), iibernehmen die Rolle der w; bzw. N;.

Die Boltzmann-Entropie des Ensembles ist daher

Is P
SensNot oo Nt ) = 1n[N|(JZAf4M].

Der Faktor ¢y = (cn)V korrigiert das Uberzihlen des Phasenraumvolumens der einzelnen
Kopien.

Benutzen wir N'! ~ (N/ e)N, dann folgt

_ N IT(M)le]
sEns_N1n7+§NM1n [CN Nt } ——%NMI [

Nuhf }
NIT(M) IV

Wir erhalten jetzt die Gibbssche statistische Entropie als

SEns _ . NM Nth
S5¢ = Jim %7 = _&13‘00% N D [CN\r(M)w]

oder

— /drp(f(,t) In [p(X, t)hf /en] = — <ln (hfﬁ>>

denn setzt man hier den frither gefundenen Ausdruck fiir g ein,

S¢ = — lim /dFZ

N [ N
- /\lflinoo§ A (Nyr(M)ycN>
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und entwickelt den Logarithmus, so erhilt man Produkte von der Form

J(X, M)J(X, M)](X,M")...](X, M), die nur von Null verschieden sind, wenn M = M’ =
Y/ (D) gilt, d.h. man erhélt man in f dI' nur Beitrdge fiir M = M’. Auf der rechten Seite
haben wir [ dI' J(X, M) = |[(M)| benutzt.

Da in der klassischen Physik die Entropie nur bis auf eine additive Konstante bestimmt werden
kann, ist die Gibbssche Entropie gleich dem Erwartungswert von — In g, ein Resultat, das auch

in der Quantenmechanik Bestand haben wird. (In traditionellen Einheiten erhélt In p noch einen
Vorfaktor kp).

Wir hatten gesehen, dafs
Se = (Sp(M)) — lim <1nAva>

N —oo

d.h. ensemblegemittelte Boltzmann-Entropie und Gibbs-Entropie differieren um einen Zusatz-
term. Man kann zeigen, dafs fiir diesen

N
0< <ln/\/—M> < In Myptar

gilt, wobei My, die Gesamtzahl der Makrozustdnde mit von Null verschiedener Wahrschein-
lichkeit ist.

Die linke Seite der Ungleichung ist nur dann als Gleichung erfiillt, wenn alle N/ N 0 oder 1
sind. Die rechte Seite der Ungleichung ist etwas schwieriger zu zeigen.

Wiahlt man die Makrozustiande so fein, da8 M, ~ eV (d.h. etwa ebenso fein wie die Mi-
krozustinde) dann ist der Unterschied zwischen der Sg und (Sg) von der Ordnung N und
damit von der Ordnung von S, Sg selbst. Wir miissen daher bei unserer vergréberten Makro-
beschreibung In M, < N fordern.

Additivititseigenschaft der Gibbs-Entropie:

Aus der Additivitiat von Sp folgt auch die Additivitdt von (Sp). Wir erhalten deshalb fiir die
Gibbsche Entropie eines Systems ¢, das aus zwei Subsystemen ¢’ und ¢’ besteht:

Sc =S¢+ S¢ —C(t)

C(t) = <ln [NMIWHU) /\/M/(tj)vf\z/w(t)} >

wobei C(t) der Ungleichung (ohne Beweis)

"

0 S C(t) S In [Min(M;otaI/Mtotal)]

gentigt. Das heifst, die Gibbssche Entropie ist nicht exakt additiv. Wahlen wir die Zahl der
Makrozustinde ./\/l/tot - ./\/l/tlot o, in 0’ bzw. 0"’ wieder sehr viel kleiner als In N’ bzw. In N”, ist die
Verletzung der Additivitédt vernachldssigbar.

Man kann zeigen, dafs die Gibbssche Entropie nicht abnimmt.
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3.3 Quantenmechanische Formulierung

Bisher waren die Untersuchungen dieses Kapitels rein klassisch. Wir wollen jetzt untersuchen,
wie das Gibbssche Ensemble quantenmechanisch formuliert werden kann. Der zentrale Begriff
hierbei ist die Dichtematrix:

Wir betrachten ein Ensemble von N\ identischen Kopien unseres Systems mit den Mikrozustdnden
|X1),|X2),...;die Anzahl der Kopien im Zustand | X, ) sei n,. Dann ist der Ensemble-Mittelwert
wie folgt definiert:

(A) = %mevmyx,» Y, =N

1%

= Z ZXvIA!m><m\XV>

= Y (mlX0) 5 (X, A fm)

= ) (m|pAjm);
nach Definition der Spur ist also
(A) =Sp(pA) :

wobei an die Stelle der klassischen feinen Dichte die durch v. Neumann eingefiihrte Dichtema-
trix (oder Dichteoperator)

s_ 1
p—N;nﬂX

getreten ist. - = py ist d1e Wahrscheinlichkeit, eine Kopie im reinen Zustand | X, ) vorzufinden.
Ein Zustand, fiir den p? = p ist, wird als reiner Zustand bezeichnet.

Die Dichtematrix hat folgende wichtige Eigenschaften:
Sie ist hermitesch (0" = p); 0" = Lpy (X} (Xu]) " = Epo (X7 [X0)7) =
v

positiv definit; p >0 (k|p|k) = L pu| (k|X,) > > 0
aufierdem hat sie die Spur 1.
Spp= va (k| Xy) (Xylk) = ZPV (Xy|Xy) = va
v,k v v
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Ferner gilt fiir die Dichtematrix in Ortsdarstellung:

@old) = (g a5l plat k)
= LX) 35 (Xla')

v

= ¥ x5k, (00

Fiir die zeitliche Entwicklung der Dichtematrix erhélt man die von-Neumann-Gleichung (oder
auch Quanten-Liouville-Gleichung)

PN

2 = o D %) (0] = %) (0] )] = —3 700

Die hier betrachtete Dichtematrix entspricht der feinen Dichte der klassischen Beschreibung.
Wir kénnen auch wieder eine grobe Dichtematrix § einfithren. Diese soll fiir die Makroobser-
vablen wieder die gleichen Erwartungswerte liefern wie der (feine) Dichteoperator p

(0) =sp (pO) = Sp (50).

Als Ansatz betrachten wir (zur Erinnerung [y = ¥ | X, ) (X, | und W(M) = Sp( Jmle))
veM

6 =Y Sp (Jmp)fsSm/ W (M)

M

Tatsachlich,
oA ~ .S o)
9(70) = Lo () L0
M fm)

=Y OmSp (Jup) = Y Sp (Jup0) =Sp (p0) qed..
M M

=
~—r

ﬁ konnen wir auch in der uns bekannten Form

Nu Jelm
=L N W (M)

schreiben. Hier haben wir die Anzahl N der Kopien im Makrozustand M eingefiihrt
Nu = NSp(Jup) = NZ (m| Jaap |m)

=Y n, <m|fM|X> Xy |m) va (Xl Jm|X) = Y n, qed..

veM

Schliefllich konnen wir die Gibbssche Entropie tiber
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Sc = —Spplnp

einfithren. Haufig findet man diese Entropiedefinition auch mit der feinen Dichte p, in diesem
Fall wére aber die Entropie zeitlich konstant.

Wir gehen von obiger Beziehung aus und zeigen die Gleichheit mit der allgemeinen Relation
zwischen Gibbsscher und Boltzmann-Entropie:

Nu N
Sc = Sp(M) +1In —
¢ %N {B( )+nNM]
Hierzu setzen wir die Relation fiir § in S = —Sp §In f ein.
5 Nu Jilm
= LN W, (M)

_ Nu Jelum Nw  Jfw
S =P Z<N Wi (M )1 Z( N Wi(M’)>

Om!

und entwickeln den Logarithmus gemafd In x = i_o) (—1)”JFIM 0<x<2

n
n=1
Nach Ausmultiplikation der einzelnen Summanden des Logarithmus treten Terme der Form
L omr, P, 0 mpMmr ete. auf. Bei der Spurbildung bleiben daher nur Beitrdge mit M = M/,
aufierdem gilt ]M = m, ]i =]

Nu Jim Nu 1 Num
_§Sp <N WﬂM))ln N Wi (M ZN NWL (M)

ged..

Man konnte in der Entropiedefinition von Gibbs auch die feine Dichtematrix verwenden, in
diesem Fall bleibt die Entropie aber wieder zeitlich konstant.
Sc = ~Spplng = (Inp)
- /dr(p Inp + Inkf/c)
% = 0 da unter zeitlicher Verdnderung dI' und p konstant bleiben.

Ausgangsdichte p = py # 0, sonst tiberall 0 —ff diese Dichte bleibt im Filament konstant.
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p-Raum

1 Kopie, ideales klass. Gas
Mikrozustand {r;,psi=1,...,N}

Makrozustand M Besetzungszahlen N;

der Zellen w;

Boltzmann-Entropie

N Kopien

Mikrozustand

Makrozustand M

Boltzmann-Entropie

= N Gibbs-Entropie

I'-Raum

X(t)

J(X, M)
N! Ny N,
Zellvolumen |[I'(M)| = NT.. N 1“1 W
Sp = kgIn T:S?z\i
I'-Raum Super-I'-Raum
X, () v=1,...N X(t) = (Xa(t),..., Xn (D))

Besetzungszahlen Ny, T'*(M)

T'(M)|Nu
der Zellen T'(M) TS (N, N, .. )| = N _E_ _A\S,w___
1 N |ps
Sc = sksIn TE r A\S\ZN?.V:
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3.4 Aufgaben

1.: Dichteverteilung in I'-Raum

Wir betrachten ein klassisches Teilchen in einer Dimension. Das Teilchen bewege sich zwischen zwei reflektierenden
Wiénden (etwa bei g = 0 und g = L) hin und her. Der I'-Raum hat die Koordinaten g und p. Die Hamiltonfunktion
lautet H = p?/2m + Viyand (9) (Vivana(q) = 0 fiir 0 < g < L und Viyang(q) = oo fiir ¢ > L,q < 0). Im T-Raum
besteht die Trajektorie eines Massenpunktes mit Energie E aus den beiden Linien p = pg und p = —pg, wobei

po = mvg = v2mE.

Zur Zeit t = 0 sei eine grofle Zahl von Massenpunkten gegeben, welche das zwischen gy und g9 + Ag und pg
und pg + Ap liegende Rechteck gleichmifig fiillen. Diese Fliche wird sich im Laufe der Zeit dadurch deformie-
ren, dafs die bei p + Ap liegenden Teilchen sich etwas schneller bewegen als die bei p befindlichen (Av = Ap/m).
Die zunéchst rechteckige Gestalt der Fldche wird im Laufe der Zeit in ein immer flacher liegendes Parallelogramm
von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe tibergehen. Durch die Reflexion an den Wanden wird an diesem Prozef3
grundsitzlich nichts gedndert. Nur wird die horizontale Ausdehnung des Parallelogramms schliefslich so grof3, daf3
es teilweise im oberem, teilweise im unteren Streifen liegt. In der Abb. ist die zeitliche Entwicklung der Dichtever-
teilung zur Anschauung gebracht: f = 0, f = t; stellen die ersten Stadien dar. Zur Zeit ¢, befinden sich oben und

unten bereits viele Streifen, deren Abstand im Laufe der Zeit immer geringer wird.

Schitzen Sie die Zahl der Streifen nach einer Zeit t > L/Av (siehe Abb.) ab. Welcher Wert ergibt sich fiir L = lcm,

t = 1sec, Ap = 0.01pp, Ag = 10~7cm und vy = 13 - 10*cm/sec?
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Kapitel 4

Gleichgewichtsensemble

4.1 Das mikrokanonische Ensemble

Nach Praparation aller Kopien im Makrozustand My kommt es zur Evolution geméf; der Ha-
miltonschen bzw. der Schrodinger-Gleichung. Fiir grofie Zeiten werden sich die Kopien tiber
die Energieschale verteilt haben, so daf die grobe Dichte, die innerhalb eines I'(M) konstant
ist, stationar, d.h. zeitlich konstant wird:

oo e NuIX M)
p(X, 1) _%:—Nyr(M)y = p(X).

Damit sind auch die Erwartungswerte der Makroobservablen konstant. Wir machen jetzt die
plausible Annahme, dafs die Zahl der Kopien in einem Makrozustand proportional zu seinem
Phasenvolumen ist, d.h. Ny(t — 00)/|[(M)| = N /w(E)AE, unabhéngig von M. w(E)AE ist
das Volumen der Energieschale E < H < E + AE. Nattirlich ist p nur in der Energieschale von
Null verschieden:

e JX M) Je(X
LX) = yr(M)yE N _wa)AE
_ 1 {1, E<H(X)<E+AE

w(E)AE | 0, sonst.

~—

Die Summe Y erstreckt sich nur iiber Zusténde in der Energieschale.

Zur Bestimmung von w(E) integrieren wir tiber den zuldssigen Teil des Phasenraums, wobei
wir {iber das Volumen zwischen den beiden Energieschalen H = E und H = E + AE integrie-
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ren und dann durch AE dividieren:
H=E+AE ,
W(E) = — H/ den:E-AE/dQ
=F

1

dQ) ist ein Fldchenelement der E = const Fliche im Phasenraum, n der Einheitsvektor senk-

recht zu dQ). dn = \gs}izf’}-ﬂ ist der Betrag des Normalenvektors auf der # = E Fldche. Damit er-

1

halten wir w = [ dT §(H — E) und damit fiir die mikrokanonische grobe Dichte:| 5" (X) = w(E)

Oae(H —

\AE dQ

Abbildung 4-1:
Hier bedeutet dpp(H — E)

1/AE firE<H <E+AE
Ose(H —E) = { 0 sonst.

Im Limes AE — 0 geht dag(H — E) in die Diracsche é—Funktion tiber. Praktisch wollen wir
immer annehmen, daf$ die -Funktion eine endliche Breite AE hat. In einigen Formeln kann
man aber ohne Probleme den Limes AE — 0 ausfiihren. Erwartungswerte folgen dann aus

(0) = /dI’(SAE(’H — E)w(lE)O(SQ = w(lE);E /dreAE(E —H)O(X)

Die 6-Funktion 6, (E — H ) ist hier durch

1 fir H<E
0se(E—H)={ (E+AE—H)/AE fir E<?H <E+AE
0 fir E+AE<H

gegeben.

Fiir die Gibbssche Gleichgewichtsentropie folgt hieraus (wir benutzen die Definition der Gibbs-
schen Entropie)

Wé(H—E) _ In cNAEw(E)

—1py 7 (M)
cnw(E) hf =Inzy,

So = — /drw(lzs)‘SAE(% “E)In
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wobei wir rechts die mikrokanonische Zustandssumme
T
z™ = ey / if(sAE(H — E)- AE = cyw(E)AE/Wf

eingefiihrt haben. Damit die Entropie positiv ist, muss cyw(E)AE > hf erfiillt sein. Die linke
Seite dieser Ungleichung ist das Phasenraumvolumen in der Energieschale, korrigiert durch
den Faktor ¢y = %, der die Vertauschung identischer Teilchen nicht als neue Konfigurati-
on erscheinen ldsst. Damit die Voraussetzungen fiir unsere Rechnung erfiillt sind muss dieses
Phasenraumvolumen grof8 gegen das minimale Phasenraumvolumen fiir ein Teilchen hf sein:
AE > 1/ /cyw(E). Alle Zustinde haben in Zg\}ﬂk) das gleiche Gewicht. Mit Z 1(\’," ¥ kann die mi-

krokanonische Dichte in der Form

~(mk) [ 1 AE
ZN

geschrieben werden. Die in S¢ unter dem Logarithmus auftretende Grofse ist das Phasenraum-
”Volumen” der Energieschale AE - w(E), multipliziert mit dem Korrekturfaktor cy und dem
Dimensionsterm hf. Bezeichnen wir mit T'(E) das ganze innerhalb der Energiefliche H < E er-

haltene PhasenraumvolumenT'(E) = [ dI' = [ dI'0(E — H), dann ist offenbar dI'(E)/dE =
H<E
w(E).

Alternativ konnte man (und dies wird von vielen Autoren gemacht) eine raumlich und zeit-
lich konstante feine Dichte postulieren in dem Sinn, daf$ eine urspriinglich im Phasenraum in
I'(Mp) konzentrierte Dichte sich filamentartig tiber gesamte Energiefldche verteilt, so daf8 man
nach langen Zeiten eine praktisch homogene Dichte erhiilt:

1

Diese erfiillt die Liouville-Gleichung. Solche Systeme, in denen fiir t — oo in jedem Teilbereich
der Energiefldche ein gleicher relativer Volumenanteil von Trajektorienstiicken zu finden ist,
nennt man mischend, d.h. es gilt

i 1A NB] _1A]

tweo  |B| ||
wobei |B| ein festes, beliebig kleines Gebiet auf der Energiefldche ist, |w| deren gesamter Flachen-
inhalt, A das Gebiet, in dem zur Zeit t = 0 die Dichte von Null verschieden war, und A(t) die
Abbildung von A zur Zeit t.

Wir haben hier die Annahme mischenden Verhaltens durch die Einfithrung der groben Dich-

te vermieden, die ohnehin in I'(M) rdumlich konstant war. Tatsdchlich existieren Systeme, die

sich nicht mischend verhalten, z.B. ein System gekoppelter schwach anharmonischer Oszilla-

toren (KAM-Theorem: Erhaltung invarianter Tori im Phasenraum bei schwacher Storung inte-

grabler Systeme). Mischende Systeme verhalten sich ergodisch, d.h. die Verweilzeit t(A) einer

Trajektorie in einem Gebiet A der Energiefldche verhilt sich zur Gesamtzeit t wie |A|/ |Tjoza1|
tA) _ |A|

Iim —% = .
t—oo t ]w[
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Daher folgt
t

lim + [ dtO(X / dwO(X

t—oo

Insbesondere schliefit ergodisches Verhalten die Existenz eines unter der Bewegung invarian-
ten Teilbereichs der Energieschale aus.

Bei der Aufstellung der Einsteinschen Fluktuationsformel hatten wir angenommen, dafs die
Verweilzeit in einem Makrozustand M proportional zu seinem Phasenraumvolumen |I'(M)|
war, dies ist eine Form von “schwacher” Ergodizitit, denn diese Gebiete |I'(M)| sind, im Un-
terschied zum oben betrachteten Gebiet A nicht beliebig klein wéhlbar. Sie wiirden es nur dann
sein, wenn die Makrozustiande mit den Mikrozustinden identifiziert werden wiirden.

Tatsdchlich ist zweifelhaft, ob alle von uns beschriebenen realen Systeme im strengen Sinne
mischend oder ergodisch sind. Man kann die Konsequenzen auch kaum experimentell veri-
fizieren. Betrachtet man makroskopische Systeme, dann hidngen die Gleichgewichtswerte der
Makroobservablen und ihre Fluktuationen nicht von solchen Details ab, wie wir in den letzten
2 Kapiteln argumentiert haben.

Ein alternativer Zugang geht von unserer subjektiven Unkenntnis der tatsachlichen Trajektorie

des Systems aus und ordnet jedem Punkt der Energiefldche eine gleiche a-priori-Wahrscheinlichkeit
und damit eine konstante feine Dichte zu. Auch hier konnte man einwenden, daf$ z.B. auf-
grund von Erhaltungsgrofsen bestimmte Regionen der Energiefliche nicht erlaubt sind etc.,

was wir aufgrund unserer subjektiven Unkenntnis nicht wissen (Lesen Sie hierzu auch den
schonen Artikel von J.L. Lebowitz, Physica 194 (1993), 1-27, sowie zur ergodischen Theorie Le-
bowitz/Penrose, Physics Today, Februar 1973, p.23). Im Weiteren werden wir aber auf eine
Unterscheidung zwischen feiner und grober Dichte verzichten, wir lassen von jetzt an also

die Tilde iiber p weg.

Quantenmechanische Charakterisierung des mikrokanonischen Ensembles: es gilt, analog
zum Klassischen Fall, 2% = Z\ES;;/IA)E w*(E)AE ist die Zahl der Mikrozustdnde in der Energie-
schale AE. Die D1chtematr1x 1463t sich dann in der Form

A(m Nu 1 o
P( k) = Z 5 M>: * AEZ]M

- AEZZ|X (X = ()AEA

M veM

schreiben. Die Summe Y’ erstreckt sich wieder nur iiber Zustidnde in der Energieschale. fr =
Y ¥ X)) (X = Y |X,) (Xy| projeziert in AE. AE darf fiir ein endliches quantenmechani-
M veM v

sches System nicht zu klein sein, da noch immer eine grofie Zahl mikroskopischer Energienive-
aus in AE enthalten sein mufi. Ansonsten wiirde man einen Mikrozustand festlegen: AE >> JE,
wobei JE der Abstand der Energieniveaus ist. Im Limes N,V — co, N/V = const. geht i.a.
0E — 0, so dafd man auch AE klein werden lassen kann. Der Operator f + bewirkt lediglich, dafs
die Dichtematrix nur auf vollkommen symmetrische bzw. antisymmetrische Funktionen wirkt,
auf die wir uns im Weiteren beschrianken, wir konnen f + also weglassen. fE hat die Eigenschaft

;QfE |XV> = EfE |X1/> ’
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E+AE

v
OE
0

Abbildung 4-2: Energieniveaus des N-Teilchen-Systems, die Abstdnde der Energieniveaus ska-

lieren wie 1/ L2

wobei die Energie mit einer gewissen Unschérfe AE gemessen wird. f¢|X) umfafit also alle
Zustande mit Energie zwischen E und E + AE. Aus der Energiedarstellung 7 |X,) = E, |X,)
und

Je=Y1X) (X,

wobei Y die Summe {iiber alle Zustinde mit E < E, < E 4+ AE bedeutet, folgt
v
A A ! ! / *
Sp Jefe = ) (X 20 1X0) (X | Xu) = 3} 0w =} 1 = w (E)AE.
U v uov v
Damit 1af3t sich p(mk) in der Form

1
sy —__1__y-
: o (E)AEL | Xv) (Xl

schreiben.
Je 148t sich etwas salopp auch in der Form AE(SAE("H — E) darstellen, wobei die 6-Funktion
wieder i.a. eine endliche Breite AE haben soll. Wir konnen daher p auch in der Form

Spi(SAE(E — H)

ﬁz/ |X,) (Xy|, falls E < E, < E+ AE

schreiben. Hierbei ist dor (E — 7:[) = { 0 sonst

Zusammengefafdt 1463t sich die mikrokanonische Gesamtheit also in der Form

. 1 oae(E—H)
k) _ 1y _ %ae(E-H)
P w*(E)AEXV: 1X) (Xl = =5
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angeben. D.h., wir haben die gleiche Formel wie in der klassischen Rechnung erhalten, wobei
w*(E) die Zustandsdichte des Systems ist. (In der klassischen Rechnung kénnen wir w(E)AEcy / hf
mit der Gesamtzahl der Zustdnde in der Energieschale identifizieren, es gilt dann offenbar fiir

die Zustandsdichte w*(E) = w(E)cn/hf, w(E)AE war das Volumen der Energieschale.)

Analog ergibt sich fiir die Entropie
S¢ = —Spplnp

_ —Z@ww* L 0 Gl {5 ) 61 o )

1
- _; w*(E)AE In - (EyaE

= Inw*(E)AE.

Bei Beschriankung auf symmetrisierte Zustéande folgt
Je_ 1 JE ]
Sp/e SpJk

= o g [spUenTe) —p (Je e (5) 4E)]

~— In (w*(E) AE) .

—Spplnp = —Sp{

1
w*(E)

Damit die Entropie positiv ist, muss AE >
liegen in der Energieschale.

~ OE sein, d.h. viele Energieeigenzustdnde

Als Anwendung betrachten wir die Berechnung des Erwartungswerts der Grofse

oH

O; .= plapl

es geniigt die Untersuchung des Falles i = 1. Das Einsetzen in die Mittelwert-Formel ergibt

oH
<Plap1> w(E)dE /Pl dpidpz - - -dpydgy - - dgpf(E—H) .

=:1
Berechnen wir als erstes das Integral I, das wir wegen der Identitét

oH 0

—(H) —H
o apl(Pl)

P15 —

in zwei Integrale aufspalten kénnen:

I:/a(glpH)dpl---dqu(E—”H)—/Hdpl---dqu(E—”H).
1

Fiir feste pa, p3,...,q5 ist das Integrationsgebiet ein Teil einer Parallelen zur p1-Achse, und
zwar derjenige mit H(X) < E. An den DurchstofSpunkten der Parallelen durch die Fldche
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habe p; die Werte p] = pi(p2...q5) und pi' = pi'(p2...qf) (die wohlgemerkt noch von den
anderen Koordinaten abhdngen); H hat dort nach Konstruktion den Wert E. Damit kénnen wir
die pi-Integration im ersten Integral ausfiihren:

I(p1H)

_ [9mH)
/9(5—7‘1) o dpy---dgy = / am 0(E—H)dpy---dgy

- E/r P10 (E—=H(ph, p2r ) = pROCE = H(pY, p2,) )| dpa--

Mit Hilfe der Abbildung erkennt man, da8 die Integration von p} — p!! gerade das Phasen-

AP

s\ fies

' '
1T 1
p1 p1

>pl

Abbildung 4-3: Integration iiber p; bei festgehaltenen Werten fiir p2, ps, ..., q¢
raumvolumen I'(E) ergibt. Insgesamt ist also
I—ET(E) - / HO(E — H)dr.
r

Zur Berechnung des Mittelwertes miissen wir nach E differenzieren. Beim zweiten Summan-
den fiihrt das auf

/%5(15 — H)dr = w(E)E.

Damit konnen wir den Mittelwert bestimmen:

oM\ _ 1 al
plam ~ w(E)dE

1 d
1 dr
w(E)
_ T(E) T dE _ (dSc —1_T
~ w(E) dr/dE _dinT \dE/) "’

hierbei haben wir w(E) - AE ~ I'(E) im hochdimensionalen Phasenraum benutzt. Man erkennt,
daf3 dieses Ergebnis nicht nur fiir p; gilt, sondern auch fiir die anderen p; und sogar fiir die g;.
Es ist also im Gleichgewicht furi =1,..., f:
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< 87—[> < 87—[> T
plapl qlaql '

Dieses Ergebnis ist als Gleichverteilungs- oder Virialsatz ! bekannt.

f
Es gilt also ) <qi%> = 2 (Exin) = f T, und mit dem Hamiltonischen Gleichungen folgt
i=1 1

d
a@ (qipi) =0

4.2 Das kanonische Ensemble

Zwei Systeme 1 und 2 mogen sich in thermischer Wechselwirkung befinden. Dabei sei 2 so
groff gegeniiber 1, daf$ der Energieaustausch an der Temperatur von System 2 keine merkli-
che Anderung verursacht; System 2 dient also als Warmebad. Das aus 1 und 2 bestehende
Gesamtsystem sei abgeschlossen. Ein Teilchenaustausch zwischen beiden Systemen wird nicht
zugelassen.

Der Phasenraum des Gesamtsystems ist das (kartesische) Produkt der Phasenrdume fiir die
Untersysteme, so daf jeder Phasenpunkt die Gestalt X = (X(), X(?)) hat. Die Hamiltonfunkti-
on setzt sich aus denen der Teilsysteme und einem Wechselwirkungsterm zusammen:

H(}?) = ,H1(5é(1)) + ,Hz()_()(z)) + 7‘[12()?) ,

so daf’ die Energie die Form
E=E+E+Ep

hat. Wenn auch die Existenz von Ej; fiir den Energieaustausch entscheidend ist, werden wir
diesen Term doch vernachlédssigen: Wir nehmen an, daf3

Eph < E K E

ist. Die erste Ungleichung konnen wir wieder damit begriinden, dafl bei kurzreichweitigen
Wechselwirkungen E; mit der dritten Potenz der Abmessungen von System 1 wéchst, Eq; aber
nur quadratisch (Wechselwirkung tiber die Oberfldchen). Die zweite driickt aus, dafd System 2
als Warmebad dient. Fortan nehmen wir also an:

H(X) = Hy(XV) + Hy(X?), E=E +E.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit bestimmen, das kleine System 1 im Gleichgewicht in ei-
nem bestimmten Mikrozustand X(!) vorzufinden, also die Dichtefunktion p; (X(!)) berechnen.

Virial bezeichnet.

Eine Groge der Gestalt g; (cil;{
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Aus der Wahrscheinlichkeit p(X) fiir einen Zustand X = ()_f (1), X(2)) des Gesamtsystems ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit, da System 1 im Zustand X () und System 2 in einem beliebigen
Zustand ist, einfach durch Integration tiber alle moglichen X X(2):

} Lo 1
p1<X(1)):/r (X1, X@)dr, — i) /dr25E My —Hy)
2
1 N
_ g (R
oy E~ (X)),

Da w(E) ~ T'(E) exponentiell grof3 in N ist, ist es wieder zweckmifig, bei der weiteren Be-
handlung den Logarithmus von w> (E — H1) zu betrachten:

In[wy (E — Hqa(XM))] = Infws (E)] — Hl(}?(l))il (w2 (E)] + 7—[1 BEZZ Inw;y(E) + ...

oE

(Wegen H; < E kdnnen wir die hoheren Terme vernachlédssigen. Der eigentliche Entwick-

lungsparameter ist ’H )JE < 1, denn wr(E—H1) = wy (E (1- —)) Fiir freie Teilchen gilt
z.B. alngz = aa% =38 =1 dh E=(3/2)NT und aaESzz = %% = — =) Im linearen Term
haben wir: 5 35 .
— 722 _ =
aE M2 (BN =5 = 7

wobei T die Temperatur des Warmebades ist. Wir erhalten also:

(X)) = w(lE) exp(Infwn(E — H (XV))])
~ w(lE) exp(Infwz(E)] — %7—[1(2(1)))
= 2 expl(- (X)),

Wir betrachten im Weiteren nur noch das System 1, so dafd der Index ,1” wegfallen kann. Den
Vorfaktor konnen wir aus der Normierung der Dichte berechnen, so dafy wir nur noch Gréfien
bendtigen, die sich auf System 1 beziehen. Als Konvention fithren wir wieder einen Faktor cy
ein und erhalten schliefilich als Dichte der kanonischen Verteilung

— - ep(—pH(X))

mit der kanonischen N-Teilchen Zustandssumme

2\ = 2 [ exp(—pH(X)) dr
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Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die kanonische und mikrokanonische Verteilung zu den
gleichen Resultaten fithren. Wir beginnen mit der Verteilung w(E) der Energie E, die im mikro-
kanonischen Ensemble vorgegeben war. Dort war E = Es vorgegeben:

ZU(E) = 5AE(E — Es) .

Zunichst zeigen wir die Beziehung w(E) = (J(E — H)). Tatsdchlich, es gilt (diesen “Trick”
kann man auch fiir andere Grofien anwenden)

() = [ drp(H)f(H) = [ dr [dES(E=3)p(H)F(E) = [ dEw(E) (E)
wobei w(E) = [ dTp(H)6(E —H) = (6(E — H)). Wir berechnen jetzt explizit w(E) und zeigen
dabei, dass die Fluktuationen der Energie klein im Vergleich zu ihrem mittleren Wert sind.
w(E) = (B(E-H)) = Nz} /dre*H/T(s(E —H)

— C—NZg,le_E/T/chS(E ~H) = Nz lw(E)e E/T.

hf W
Schreiben wir w(E) = [h//(cn AE)]eSmH(E) (vergleiche das Resultat des mikrokanonischen
Ensembles), dann folgt
w(E) = ZNlAEes<mk>(E)—E/T _ ZNlAEe—F(E)/T
~ ZNlAE P {_F(?) N ;g)ZESZ(E N ES)Z} /
wobei wir die mikrokanonische freie Energie F"X) = E — T S("K)(E) eingefiihrt haben. Da

SUmk) (E) mit E ansteigt, —E /T mit E fallt, hat die Funktion exp (S (E) — E/T) einen scharfen
Peak bei E = E; wobei (95" /9E) | e—g. = 1/T gilt. Die thermodynamische freie Energie ist
daher durch F(E;) gegeben, wobei E; = E;(T) die T-abhédngige Energie des Maximums ist.

Fiir freie Teilchen hatten wir z.B. in Kapitel 2.3 fiir die Gleichgewichtsentropie

a 5 V (4mmEN¥? 1] 5
Sp N{3n/\B+2} N{nN<3N> h3]+2}

erhalten.

Die Energieschwankungen sind leicht berechenbar
<H2> - <H>2 = <(H - <H>)2> = —7<,H>p(k) = TZC.

C ist die sogenannte Warmekapazitit. Bei der Herleitung der rechten Seite haben wir explizit
die Definition des kanonischen Mittelwerts benutzt.
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Wir betrachten jetzt das Skalierungsverhalten von (H?) — (H)* = AE? als Funktion der Teil-
chenzahl N. Fiir grole N gilt (H) ~ N und damit auch C ~ AE? ~ N (T hingt nicht von N
ab). D.h. die Fluktuation in Energie AE wéchst wie V'N, wihrend die mittlere Energie wie N
wdchst. Im thermodynamischen Limes N — oo ist also die Fluktuation in der Energiedichte

A—‘f ~ A—Z\f ~ ﬁ und damit vernachlassigbar.

Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble liefern also im thermodynamischen Limes
eine dquivalente Beschreibung in dem Sinn, dass die Energie in einem makroskopischen Sy-
stem nur Schwankungen von O(v/N) zeigt. Als nichstes zeigen wir, dass auch die Entropien

w(E)

e aedy

E=Ej~N

Abbildung 4-4: Wahrscheinlichkeitsverteilung w(E) fiir die Energie.

des mikrokanonischen und kanonischen Ensembles tibereinstimmen.

Die Entropie eines Systems, das durch die kanonische Verteilung p*)(X) beschrieben wird, ist
(wir benutzen die Standarddefinition und p*) von S.79)

/drpln[ ] /dFCNZ 1o~ H/T [7; +1nz§§)]

_ (k)
= T<H>+lz

Jetztist S = S(T) , (wir lassen von jetzt an auch den Index G an S weg!) Mit|F = —T In Zl(\ll()

fithren wir die thermodynamische freie Energie ein, die der Relation

F=(H)—TS

gentigt. (1) ist die mittlere Energie des Systems. Ersetzen wir (H) durch E, d.h. betrachten wir
den thermodynamischen Limes und vernachldssigen die Fluktuationen in der Energie, dann
erhalten wir die Relation der Thermodynamik

F=E-TS.
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Wir zeigen zunéchst, dafl die mikrokanonische und die kanonische Zustandssumme durch
eine Laplace-Transformation verbunden sind. Es gilt

T dE B
:/EZ(”’lk)(E)e (/T (4.1)
0

die konjugierten Variablen dieser Transformation sind E und 1/T (vergleiche z.B. Teubner—
Taschenbuch der Mathematik, S.407). Tatsédchlich, mit

Z"™)(E) = %Y /dr 5(H — E) AE = 5™ (B)
(siehe Abschnitt 4.1) folgt durch Einsetzen in die obere Zeile

%/dE/dF(S(H—E ~(1/DE /dF (/A

g.ed..
Als néchstes berechnen wir die kanonische Zustandssumme aus (4.1) mittels Sattelpunkt-

sniherung

70Ty = /i‘;eswwE)—%E
0

© 1
S(mk) / )
0

wobei E;(T) aus dem Sattelpunkt (i.e. dem Maximum) des Exponenten folgt (es gelten die
gleiche Griinde wie bei der Berechnung von w(E)):

92 5(mk)

9E2 ~(E—Es)2

E=Es(T)

Q
x

95" (E) _

) 1 1
— (s"(E) - ZE = h —————= ==.
oE (S (E) T > ‘E:ES(T) 0 d oE ‘E:ES(T) T

Nach Berechnung des Gaufi-Integrals tiber dE erhalten wir

s psem))

27

K) (T ag S (E(T)) — ES(T)
ZYW(T)=e 3E2
und aus der Definition der freien Energie

FO .= —Tinz®(T) (4.2)

Q

T [AEZ

E(T) = T8 (E(T)) + 5 In | 5 9?51 (Ey(T)) u

JE?

Im thermodynamischen Limes N,V — oo, N/V = const. ist der logarithmische Term (der von
O(In N) ist) klein im Vergleich zu F, E und S, die alle von der Ordnung N sind.
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Wir hatten schon vorher die Relation
FO(T) = (H) — TSW(T) (4.3)

im Rahmen des kanonischen Ensembles gezeigt. Fiir grofie N wird unsere Sattelpunktsappro-
ximation exakt. Deshalb folgt aus (4.2) und (4.3)

E(T) — TSt (Ey(T)) = (M) — TSW(T)
Nun hatten wir auch schon gezeigt, dafs im Rahmen der Sattelpunktsnidherung
<H> = Es(T)

gilt, hieraus folgt
S®(T) = st (E(T)).

Es ist deshalb egal, in welchem Ensemble man die Entropie oder die Energie ausrechnet, wenn
man zu den gleichen Variablen tibergeht. Hier ist die Relation zwischen E und T durch die
Sattelpunktrelation E = E;(T) gegeben.

Die Sattelpunktsndherung und die folgende Vernachldssigung von Termen, die kleiner als O(N)
sind, liefert die Relationen der Thermodynamik, dieser Ubergang gilt fiir extensive Makroob-
servable. In der Thermodynamik beginnt man (z.B.) mit der Entropie S(E, N, V) und geht mit
einer Legendre-Transformation zur freien Energie tiber

1 F(T,N,V)

S(E/N,V) - E|, , = -—————.

OET T

Zur Erinnerung: bei der Legendre Transformation beginnt man mit dem totalen Differential
z.B. der Entropie S = S(E, N, V)

S aS aS
ds = ﬁdE—FWdN—FWdV

_ L4 H P
= SdE- SdN+ ZdV

_ 1 1 p p
= d(Ez) —Edg — mdN+ ZdV

und bringt dann das totale Differential d(E+) auf die linke Seite

E 1 F
d(s—7) = ~Ed—Kan+ Bav = —a().
Hieraus folgt
aa%@)va = E:F—T(Si) — g—;:%(F—E):—S
N EA T
IN\T /7y T ToN ON
8<F> _ _p_lor oF_
IV \T)ry T ToV oV
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Man kann die Legendre-Transformation in die in der Thermodynamik iibliche Form bringen,
in dem man unter Benutzung der Relation F = E — TS direkt das totale Differential fiir F
aufschreibt, man erhilt dann

dF = =SdT +udN — pdV.
Man kann mit dieser Relation wieder eine Legendre-Transformation ausfiihren:
d(F+ST) =TdS+ pudN — pdV =: dE,
wobei E = E(S,N, V) die Energie als Funktion von S, N und V angibt. Dies ist die Inversion
der Relation S = S(E, N, V), die wegen % = % > 0 immer moglich ist.

In der quantenmechanischen Formulierung gestaltet sich der Ubergang vom mikrokanoni-
schen zum kanonischen Ensemble analog. Wir zerlegen das Gesamtsystem in die Subsysteme

1 und 2 mit den Hamiltonoperatoren #; und den Eigenzustédnden ‘Xf,i) >, i=1,2
XY = | x00)

Wir nehmen wieder an, dass E(l) < Ej @) vy, u gilt und dass die Wechselwirkung zwischen
beiden Systemen so schwach ist (pr1n21p1e11 brauchen wir sie fiir den Energieaustausch), dass
wir sie vernachlass1gen kénnen. Dann ist H ~ H; + H, und die Eigenzustidnde von H haben

dleForm’XV >’XH >

i

Um von der mikrokanonischen zur kanonischen Dichtematrix zu gelangen miissen wir die
Spur tiber die Zustdnde des Subsystems 2 ausfiihren. Die mikrokanonische Dichtematrix lasst
sich in folgender Form schreiben (vergleiche 4.1)

) ) (<2

wobei die Summation sich iiber alle Zustinde mit E < Eﬁl) + EF(,Z) < E + AE erstreckt. Die
kanonische Dichtematrix ergibt sich dann aus

1

5(mk) — L
w*(E)AE’

0

v,

Ak) A(mk) _ (1) (1) 1 !

Y= S =X ) (X w*(E)AE; ;K %)
_ My /x| __1 ‘
B ; Ao ><XV w*(E)AE; ;5”’”

1
= ¥ X (xV S EAE A E - EMV)AE
~ M\ /x| w2(E) o (_pmdnwi(E)
~ L% (X e"p( BOE
_ M\ (xm|@2E) (Lo
= L ><X” w*(E) exP( )
Dies ist das gesuchte Resultat. w*(E) /w3 (E) = Z®*) bestimmen wir aus der Normierung

Sp ﬁ(k) = 1. Im folgenden lassen wir w1eder den Index (1) weg und erhalten dann
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oW = 2! Lo BT IX,) (%] = Zyle T
v

ZI(\IIC) — Spefﬂ/T — ZefEV/T
v

Auf der rechten Seite haben wir die Vollstandigkeitsrelation fiir die | X, ) benutzt.
Die Wahrscheinlichkeit, daB sich das System im Zustand |n) befindet, ist also p, = Zgjle_E"/ T
Wir weisen darauf hin, daf8 in der Zustandssumme iiber alle Zustinde (die energetisch ent-

artet sein konnen) und nicht nur iiber alle Energieniveaus zu summieren ist.

Als Anwendung konnen wir wieder die Zustandssumme eines Gases gleichartiger klassischer
freier Teilchen in Volumen V berechnen. Die friiher eingefiihrte 1-Teilchenzustandssumme ha-
ben wir schon berechnet (vergleiche S.22,24). Wir erhalten daher

a N 31N

(k) _ N a

Z = CN(Zl) = ( ) =~ [( > 6] ’
N IRV Ap

wobei die thermische de Broglie-Wellenldnge Ag = h/+/27tmT gegeben ist. Damit folgt fiir die
freie Energie F (N! ~ (N/e)N)

3
F=-Tinz® = _NT [m(f) +1
b

und fiir die Energie (benutze die Definition des Mittelwerts!)

) =z 3
E=(H)= o1 InZy' = INT.
Schliefilich gilt
E—F 5 a\’
und fiir die Warmekapazitat
JE 3
C= 3T = EN

Dies ist das Dulong-Petitsche Gesetz fiir freie Teilchen ohne innere Freiheitsgrade.

4.3 Das groffkanonische Ensemble

Wir betrachten als drittes Ensemble ein abgeschlossenes System, das aus zwei Subsystemen
01, 02 besteht, zwischen denen wir aber jetzt neben dem Energie- auch Teilchenaustausch zu-
lassen.
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Seien N; Teilchen im System ¢, Np im System 02, N = N; + N>, N; < Na. Beziiglich der
Energie gelten die gleichen Bedingungen wie fiir die kanonische Gesamtheit.

Wir interessieren uns wieder nur fiir die Eigenschaften des Systems ¢1. Wir konnen dann analog
zum Vorgehen bei der kanonischen Gesamtheit (wir gehen wieder von p("*) aus)

} N\ 1
M _ 1 T
01 (XM N) (Nl)w(E,N)/dl"zé(E Hi — Hy)

NI 1
= (N= NNyt w(E, ) 2E )

schreiben. Der Vorfaktor beriicksichtigt die Zahl der Moglichkeiten, die N Teilchen auf die
beiden Subsysteme zu verteilen.

Analog zur kanonischen Gesamtheit entwickeln wir

N!
————wy(E—H;,N—-N
NNy 2B v
nach % und % unter Benutzung vonIn N! =~ N1n (N/e). Dazu schreiben wir diesen Ausdruck
wieder als exp In. .. und entwickeln zundchst den Logarithmus:

N!
ln (I\[—I\h)'wz(E_Hl,N_Nl)] -

1 E dlnw
Inws(E,N) = =H (1 +o(h})) -5

Hierbei haben wir

_— (1 +O(I\Z\’;)> + N InN <1 +o(1\z\’;)> .

N! N N—-N;
lni(N—Nl)! ~ Nln?— (N—Njp)ln .
N N N

Q

N N2
Nlln?—l—NH—O(W)
= NllnN
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benutzt. Nun war mit (vergleiche die Relation zwischen S und w/N! im mikrokanonischen
Ensemble)

0 0 N N
_ | = — = [ =
aNlnN. 5N (Nln e) In . 1=InN,
d1nw; _ dln(wy/N!) 9S  pu
on N = N  oN T

Damit erhalten wir . (E,N)
RO N~ — LN (/T (/TN
XN~ GO EN)
Lassen wir wieder den Index 1 fiir das Subsystem weg, erhalten wir die groflkanonische Ensemble-
Dichte

1
nf

(Z(8K))~1g—1(H-pN)

7(8%) ist die grofkanonische Zustandssumme, diese folgt aus der Normierungsbedingung OZO‘, [ dT (80 (X, N
N=0
1.

e dr 1
(gk) — N ,—1(H-uN)
Z NX::OCN/ et

Mittelwerte von Observablen folgen damit als

©) = Y. [ dryels (X, N)O(X)
N=0

Wir kénnen nun die Fluktuationen in der Teilchenzahl ausrechnen. Mit (N) = a%‘ In Z(8%) er-
T
halten wir 5 (N
AN? = (N?) — (N)? =T §y> ~ (N)

Da AN proportional zu /N ist, gilt wieder % ~ ﬁ, d.h. im thermodynamischen Limes
konnen Fluktuationen in der Teilchenzahl wieder vernachldssigt werden.

Die quantenmechanische Formulierung verlduft analog,

P8R = (Z(&R)) Lo (R=pN) it

ZE(T, 1) = ¥ Spe tH-N)
N=0
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Quantenmechanisch
H=Hi+Ho+Hp~Hi+H
H; - Hamiltonian fiir jeweils N; Teilchen

A

A, XS')>M — ES”\XS)>M, i=1,2.

Wechselwirkung ist wieder so schwach, dass diese im Weiteren vernachléssigbar E, ;, = El(,l) +
EY

By x0y x® (2) 1
) = VZH: {XV >N1 ‘Xﬂ >N2<Xl4 ‘ N1<XV |w*(E)AE ’

Y, ist Summe iiber E < EY + El(f) < E+AE.

1
s ~(mk
W (E)AE PP

1 1 1 2) (2
= m;}xﬁ)>w<X5)\Z’Z 21X (x5 x7)

p(gk)

oY
1
- e D G B

- T

Zy’l = Summe {iber alle Zustdnde von System 2 mit E — El(,l) < E}({z) < E— El(,l) + AE. Zy' 1=
wi(E — EM)AE.
gt _ w3 (E—E7) (E E
Der Vorfaktor hat genau die Form, die auch schon in der klassischen Theorie auftaucht, nur ist
‘H1 durch El(,l) zu ersetzen
. 5 (E) 1
(R, N () Z ‘X yx{! ‘exp < E(1)> exp (Nl%) :

1%

Lasse jetzt wieder den Index 1 weg und schreibe den Vorfaktor als (Z(8%))~1
58K (z(gk)y-1 Ev  NE
P = (ZEN) T X ) (X[ exp | - + N
v
N e [N
(Z'\8%) " exp ( T +N T>
denn

v v

o () = () £ s e (<5 ) E -
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2001 = Fspeup ().
N=0

Wir kénnen jetzt wieder mit — Tln Z(8Y) = J(T, 1) eine neue Funktion (die sogenannte Planck-
Massieusche Funktion) einfiihren.

Berechnen wir wieder die Entropie

S = —Z/dFNpln [phf}

dF IR H
= —ZCN N Z(8K))~1g=1(H-pN) [_mz(gk)_T_F;N
_ _i @_E
= T+ T T(N>.

Ersetzen wir im thermodynamischen Limes N — oo, V — oo, N/V = const, (#) — E, (N) —
N, dann folgt die Relation

J=E—uN-TS

Wir erwdhnen abschliefiend, daf3 zwischen den Zustandssummen der einzelnen Ensemble fol-
gende Relationen bestehen, wie man leicht nachpriifen kann.

[

ngy ZgT )

) —E/T

= \

4.4 Verallgemeinerte kanonische Verteilungen

Wir wollen jetzt das Vorgehen in den Abschnitten 4.1-4.3 verallgemeinern. Wir beginnen mit der verallgemeiner-
ten mikrokanonischen Verteilung, bei der die Werte der extensiven Observablen O; (X) = O1,0,---,0; (X) = Orp

festgelegt sind. (z.B. 01 (X) = H, O = Eo). Dann ist

!
k) (.
Pk (X;010,...,019) = mné )

1
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Kann O; nur diskrete Werte annehmen, wie z.B. bei der Teilchenzahl, dann ist die §-Funktion durch das Kronecker-
delta zu ersetzen. Der Nenner w (O ... 0O ) dient der Normierung [ dIp("¥) = 1. Analog kann man eine mikro-

kanonische Zustandssumme
c
Z(Mk> = h—l}]w(olro . Ol,O) H AOZ‘
1

einfiihren, wobei die AO; die Breite der “O;-Schale” ist, analog der Breite AE der Energieschale, und
I -
w(O10.-0p) = [ drTT6(04(%) ~ Oy) -
h i=1

Durch Abintegration iiber die Badvariablen unter Aufhebung der Erhaltung von O;, i = 1...g, konnen wir die

(gemischte) kanonische Verteilung p(X; 8 . .. Bg Ogi1,0---Oip) herleiten

g -
. ey 1 —EBOX) [ o
p(X;B1... By Ogi10...01g) = X ——e = [T 6(0i(X) = 040)A0;
hf Z( ) i=g+1
mit
£ BO(%) !
C - iYi —
Z<k>(,31-~-ﬁg,Og+1,o---Ol,0) = % /dr@ =1 [ 4(0i(X) — 04)A0;

i=g+1

Die gemischte Verteilung ist durch die Vorgabe der Parameter B ... B¢, (oder alternativ der Mittelwerte O; ... Oq
der Observablen Oy (X)... Og(}Z), und der Werte Og 11 ... O; o der restlichen Observablen O 1 (X)...0/(X) fest-

gelegt.

Aus dem thermodynamischen Potential (oder der Kumulantenerzeugenden) ®

®(B1 .. g, Ogi10---Op) = —InZ®(B1.. . B, Og 1. O1)

lassen sich durch Ableitung nach f; die Mittelwerte O; und weitere Kumulanten bestimmen, wobei die n-te Kumu-

lante (O;, ... 0;, ), durch

"d i n
85”7{[;; = (-1)"1(0;...0;,),

definiert ist. Beispiele fiir Kumulanten sind

n=1 (0;). = (0;) Mittelwert

X
b
~
AS)
NS
~
Il

<(O,- —(0i))(O; — <O]>)> Schwankungsquadrat
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Auch der Zusammenhang {iber Laplacetransformationen zwischen einzelnen Zustandssummen ist vollig analog

dem am Ende von 4.3 angegebenen. Es gilt

8 T do;
Z(k)(ﬁl ...,Bg,OgH,O...O,,O) = 1_[/ AOZZ mk 01, Oglog+10 OIO)E i=1
,:10 i

Mit Z("K) (Oy g, ... . Opp) = ¢€° (010--O10) fiir die Entropie folgt durch Sattelpunktsniherung

N doO;
®(B1 ... Bg Ogir0...0p) = H / eSO Osanr-O00)~EL O,

8
~ 75(01,51 s /Og,s/ Og+l,0/ s /OZ,O) + Z ﬁioi,s + an(N)
i=1

Auf der rechten Seite sind die ersten ¢ O; aus der Sattelpunktsbedingung

S .
aioi O.:O"S_'Bill_l...g (*)

zu bestimmen. Im thermodynamischen Limes gilt also

8
é(,Bl .. .ﬁg,og+1 .. Ol) = —5(01 .. Ol) + Z,B,-Oi
=

mitO; = O;(B;), i = 1...gaus (x). Dieser Ubergang von S zu ® wird in der Thermodynamik Legendre-Transformation
genannt. Da bei extensiven O; im thermodynamischen Limes Fluktuationen der O; gegentiber ihren Mittelwerten

vernachldssigbar sind, werden wir in der Thermodynamik nicht zwischen O; und O;, O; ; und O; o unterscheiden.

Durch Ableitung von & nach B ... B und Ogy1. .- Oy folgt also

od . od aS )

wobei g1 ... B iiber die Ableitungen von S definiert ist. Damit kénnen wir fiir das Differential von & schreiben

8 1
dé(ﬁl . ‘Bg, Og+1 o O]) = Z Oid,Bi — Z .Bidoi .

i=1 g+1

Eine alternative Herleitung der verallgemeinerten kanonischen Verteilung ergibt sich wie folgt: Da wir gesehen
hatten, daf} die Entropie im Gleichgewicht den mit den Randbedingungen vertraglichen grofsten Wert annimmt,

kénnen wir versuchen, die Verteilungsfunktion p(X) aus der Variation der Entropie S(p) = <1n (p ) > beziiglich
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p(X) auszurechnen. S(p) ist ein Funktional von p! Die Randbedingungen (O;) = O; werden mit den Lagrange-

Parametern f3; berticksichtigt.

Wir suchen also das Maximum von

(p(%),B,0) = = [ dlplnp+ L0 = (0) + (1 - (1).
Aus
6P - -
50X 0=—Inp(X)-1- ;ﬁioi(x) -0
folgt

7% R e P
P(Xrﬁl---ﬁl)—hfz e =t

—1-0c

wobei wir den Term e = h%Z_l gesetzt haben. Z folgt wie immer aus der Normierung

Bi0:(X

Z({pip) = = [are e

Dies entspicht der oben betrachteten kanonischen Verteilung mit g = I.

4.5 Die Positivitit der Temperatur

Wir betrachten noch einmal die kanonische Zustandssumme
ZN = ZE_E”/T = Zg(En)e_E”/T .
n E,

wobei ¢(E,) die Entartung des Energieeigenwerts E,, bezeichnet. Wir wollen jetzt annehmen,
daf das Energiespektrum

i. nach unten begrenzt ist, d.h. daf§ ein niedrigster Eigenwert Ey < E,, existiert

ii. nach oben unbegrenzt ist (fiir die kinetische Energie existiert in der Regel keine obere
Schranke), d.h. E;, — oo fiir n — 0.

Unter diesen Voraussetzungen existiert die Zustandssumme offenbar nur, wenn
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ist. Ausnahmen hiervon existieren in Systemen mit nach oben beschranktem Spektrum, wie
z.B. in Spinsystemen. Bei diesen Systemen treten bei Inversion der Besetzungszahlen (kurzfri-
stig) Zustdnde mit negativen Temperaturen auf.

Als néchstes betrachten wir die freie Energie bei tiefen Temperaturen

F = —TlnZy=-Tln {e‘EO/Tg(Eo) {1 + g(El)e_(El_EO)/T+...]}
g(Eo)
8(E1) _(E,—Eo)/T ]
= Ey—TI Ey)) —TIn |1+ S&—Le \F17 50 +...
o~ Ting(B) ~ T |1+ 825

— Ey—Tlng(Ey) — TO (e*AE/T) .

Im Limes T — 0 erhalten wir F — Eg und S = —(9F/9T) — Ing(Ep). Ublicherweise gilt fiir
die Entartung des Grundzustands in einem System mit f Freiheitsgraden g(Ey) ~ O(f). Damit
wird

slnff—>0 fir f — oo

-l

d.h. die Entropie pro Freiheitsgrad verschwindet bei T = 0. Dies ist der Inhalt des Nernst-
schen Wirmesatzes, der auch als 3. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet wird. Dieser
hat aber nicht die gleiche universelle Giiltigkeit wie der 1. und 2. Hauptsatz, da es vielfach
Ausnahmen davon, z.B. in Gldsern und frustrierten Systemen gibt.

Als Beispiel betrachten wir den Ising-Antiferromagneten auf dem Dreiecksgitter. Der Hamil-
tonian des Systems ist durch

1

H=]YSiS, Si=+5, ]>0

(if)

gegeben. Y bedeutet die Summation nur iiber Paare nichster Nachbarn auf einem Dreiecks-
(if)

gitter.

Da ] positiv ist, versuchen sich bei T = 0 alle Spins antiparallel zu stellen. Dies gelingt je-

doch nicht vollstdndig, wie die Betrachtung eines einzelnen Dreiecks bereits zeigt, bei dem der

Grundzustand 6 fach entartet ist

+ drei Konfigurationen, in denen S; — —S§; ersetzt ist. Da entlang einer Bindung die Spins
immer parallel stehen miissen und daher nicht die Energie optimal absenken kdnnen, nennt
man solch ein System frustriert

Ein Dreiecksgitter mit N Spins 1af3t sich in drei sich durchdringende Untergitter A, B,C, die
ebenfalls Dreiecksgitter sind, zerlegen. Wahlen wir S = 41/2 auf Untergitter A bzw. B, dann
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Abbildung 4-5: Grundzustandsentartung von 3 antiferromagnetisch gekoppelten Spins

sind die Spins auf Untergitter C noch frei. Sfc) = £1/2 liefert jeweils die gleiche Energie, d.h.

die Entartung ist von der Ordnung 2N/3 und damit

Abbildung 4-6: Aufteilung eines Dreieckgitters in drei Untergitter A(x), B(o) und C(e).

Im Grundzustand sind die Spins entlang der gezeichneten Verbindungen antiferromagnetisch
gekoppelt. Die Spinstellungen auf Untergitter C sind frei wahlbar.

4.6 Aufgaben

1. Aufgabe: Eindimensionales Ising-Modell mit Wechselwirkung
Betrachtet seien N +1 Spins S; = £1,i = 0,1,2,..., N, die entlang einer Linie angeordnet sind. Die Energie des
Zustands {S} sei

N
E({S})=-])_SiSi1.
i=1

(a) Betrachten Sie die Zustdnde mit v gebrochenen Bindungen, d.h. es kommt v-mal vor, dafl benachbarte Spins
antiparallel stehen (siehe Skizze). Bestimmen Sie die Energien E, und die Anzahl der Zustdnde zu der jewei-

ligen Energie E,.
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(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Uberlegungen von (a) die Zustandssumme
Z(B) = )_exp[-BE({S})].
{s}
(c) Berechnen und skizzieren Sie fiir N — oo als Funktion der Temperatur: den Mittelwert der Energie, die

Standardabweichung davon, und die Entropie S(B) = kp[B(E) + In Z(B)].

2. Aufgabe: Druckensemble

Wir betrachten ein isoliertes System (E = konst., V = konst.) bestehend aus einem kleinen Subsystem A, beschrieben
durch den Hamiltonian Hy4, und einem grofien Subsystem B, das als Energie- und Volumen-“Reservoir” fungiert.
Die Subsysteme seien durch einen warmedurchlidssigen, beweglichen Stempel getrennt (siehe Skizze). Aufgrund
des Energieflusses durch den Stempel sind die Energien und Volumina der Subsysteme veradnderlich, erfiillen aber

Va+Vg=Vund E4+ Eg =E.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p4(Xy4) eines Mikrozustandszustands X4 des Subsystems A mit Volumen
V4 und Energie E 4. Betrachten Sie dazu die mikrokanonische Entropie des Reservoirs B als Funktion von V4 und

E 4 und entwickeln Sie die Entropie bis zur ersten Ordnung in diesen Grofien.
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Kapitel 5

Thermodynamik I

5.1 Thermodynamische Potentiale fiir Fliissigkeiten und Gase

Wir betrachten jetzt konkret den Fall, dafy das System sich im Gleichgewicht vollstandig durch
die Vorgabe von E, N und V oder durch die konjugierten intensiven Parameter #, —% und £
beschreiben lédfst (das sind die sogenannten Zustandsvariablen). Dies ist fiir einfache Fliissig-
keiten und Gase der Fall. Dann lassen sich tiber die in 4.4 beschriebenen Laplace- bzw Legendre-
Transformationen formal insgesamt 2 =28 thermodynamische Potentiale d einfiihren, die
in der Nichtgleichgewichts-Thermodynamik eine dominante Rolle spielen. In der Gleichge-
wichtsthermodynamik sind jedoch die Funktionen T = & gebraduchlicher, die von S,N, V
bzw T, und p abhidngen. Diese erhilt man durch Legendre-Transformation von E(S, N, V),
letzteres folgt aus S(E, N, V) durch Auflosung nach E. Deren Beziehungen sind in der umsei-
tigen Tabelle zusammengefafit. Dabei unterscheiden wir nicht mehr zwischen vorgegebenen
Werten O; g, Sattelpunkten O; s und Mittelwerten (O;) = O;, da diese im thermodynamischen
Limes zusammenfallen. Man mufs aber sagen, dafl nicht alle Potentiale physikalisch von Be-
deutung sind: Ein Potential, das z.B. durch E, u, V charakterisiert wird, beschreibt ein Ensem-
ble, bei dem es zum Teilchen — nicht aber zum Energieaustausch mit einem Reservoir kommt.
Dies ist nicht leicht, wenn tiberhaupt, zu realisieren. Die physikalisch bedeutsamen Potentiale
sind daher S, F bzw. E, G bzw. G, [ bzw. ], E und H bzw. H. Auch ist bei den Potentialen,
die durch Legendre-Transformation aus S(E, N, V) hervorgehen (die der linken Spalte in der
Tabelle), die Kombinationen y/T bzw. p/T als Einheit aufzufassen, d.h. y und T bzw. pund T
kommen, falls E festgehalten wird, nur immer als Quotient vor (siehe auch die Tabelle fiir die
idealen Gase).

Einnurvon T, y und p abhédngiges Potential ldfst sich i.a. nicht {iber eine Legendre-Transformation
aus einem der anderen Potentiale herleiten, da z.B. bei Ubergang von G zu ¥ = G — (u/T)N,N
tiber /T = 9G /0N aus ¥ eliminiert werden muf. Fiir homogene Systeme giltaber G(1/T,N,p/T) =
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NG(1/T,1,p/T) und damit u/T = G(1/T,1,p/T), dh. N kann auf diese Weise nicht be-
stimmt und damit zugunsten von y eliminiert werden. Die Relationen in der letzten Zeile sind
daher als verschiedene Darstellungen der Gibbs-Duhem Beziehung fiir homogene Systeme
anzusehen, die wir jetzt herleiten:

Aufgrund der Extensivitdt von S, N, V, E gilt fiir physikalisch homogene Systeme offenbar
folgende wichtige Homogenitédtseigenschaft

AS(E,V,N) = S(AE,AV, AN)

Zur Rechtfertigung betrachten wir zundchst A = n ganzzahlig und erhalten nS(E,V,N) =
S(nE,nV,nN). Dann ersetzen wir E = E/m, V = V/m, N = N/m, wodurch A = n/m auch
von O(1) werden kann.

Differentiation nach A gibt fiir A =1

S S aS

und damit

S(E,V,N) = %E+ %V— %N

Dies ist die Gibbs-Duhem-Relation. Wir kénnen sie, indem wir die Beziehungen zwischen
den thermodynamischen Potentialen benutzen, in der Form

G—uN=E—-TS+pV—-uN=0

schreiben. Insbesondere gilt

1
WI,N,p) = 5G(T,N,p) = G(T,1,p) =g(T,p)
d.h. das chemische Potential ist nur eine Funktion von T und p (wir haben hier die Homoge-
nitdt von G benutzt). Eine [llustration zur Gibbs—-Duhem-Beziehung geben die thermodynami-
sche Potentiale des idealen Gases, die Sie in beiliegenden Tabellen finden.

5.2 Response-Funktionen

Mit der Kenntnis des (eines) thermodynamischen Potentials sind alle thermodynamischen Grofsen
verfligbar.

Experimentell wichtig, weil mefbar, sind die 1. und 2. Ableitungen des Potentials. Umgekehrt
1aft sich das thermodynamische Potential aus der Kenntnis dieser (gemessenen) Ableitun-
gen rekonstruieren. Dabei miissen jedoch bestimmte Relationen zwischen den 2. Ableitungen
erfiillt sein.
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Aus der freien Energie F(T, N, V) folgt

p(T,N,V) = — a—F , thermische Zustandsgleichung
oV )N

oF
oT

oF
NV = (55).

Als Beispiel betrachten wir wieder das ideale klassische Gas. Im Kpaitel 2 hatten wir die En-
tropie zu

S(T,N,V) = — ( > ,  kalorische Zustandsgleichung
NV

EN3?v
S(E,N,V):Nln [Cl <N> N

mit c; = const. berechnet um zur freien Energie F = E — TS zu kommen, invertieren wir
zundchst obige Relation:

N 2/3
E(S/ N/ V) =N <V> C1_2/3ezs/3N .

Anschliefiend fithren wir die Legendre-Transformation durch. Hierzu berechnen wir T aus

_9E _ 2 .
T = 95 = 3y E, so dafd wir

3N 3.\*"*v
= TNlIn

—-3/2
Noap(3 /201
\%4 2 L

Wir berechnen jetzt die Zustandsgleichungen

_ _(9F _TIN
e m\av) e~ v
oF 3 \¥?2vy
oF F
IR CONES o

Die gemischten 2. Ableitungen erfiillen dann die sogenannten Maxwell-Relationen

9%F (o (98
ovVoT oT )y n WV /)y’

sy __(m oy (o
aN V,T o aT V,N ! aN V,T - aV T,N
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Analog lassen sich Maxwell-Relationen fiir andere thermodynamischen Potentiale herleiten,
zum Bsp. fiir das Gibbssche Potential

N,p ,N N P

Andere Ableitungen definieren die Response- oder Antwort-Funktionen. Wir beginnen mit
dem thermodynamischen Potential

woraus

folgt.

E(S,N,V)=F+TS — dE = TdS + udN — pdV

Wir hatten frither schon die Warmekapazitit C = g—}% betrachten. Offenbar miissen wir jetzt

zwischen Cy = (%)VN =T (%)VN und Cp= (%—?)pN =T (g—%)pN unterscheiden.

Wir wollen die rechten Seiten wieder durch Antwortfunktionen ausdriicken. Dazu ist es im
weiteren niitzlich, Ableitungen, bei denen einzelne Variablen festgehalten werden, tiber Funk-
tionaldeterminanten auszudriicken. Dazu erinnern wir an folgende Zusammenhénge:

Seien x; ... x, die unabhdngigen, y(x1...x,)...Yn(x1...x,) die abhdngigen Variablen. Dann
gilt fiir das Verhéltnis der Volumenelemente

a(]/lyn) B ax; 0xy,
78()(1...9(”) aynayn
dxq dx,
Speziell gilt
1.

8(y1 oo Yn—1, xn) _ 8(y1 .. .ynfl)
o(x1...xy-1,%n) 9(x1...%5_1)

X, =const

(die letzte Zeile der Determinante ist (0...0,1))

2.
d(z1-.-2n) O(y1---Yn) _ O(z1...2n)
Oy1...yn) O(x1...x4) O(x1...Xp)
(folgt direkt durch Ausmultiplikation der Determinanten)
3.
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Damit gilt z.B. (wir beginnen mit dem Ausdruck links, vertauschen den 2. und 3. Ausdruck
und dort die Variablen im Zzhler)

d(x,z) d(y,x) 9(zy) Axz) 3wz Axy .
A(y,z) 9(z,x) o(x,y) 3y.2) Ay dmy) T L Ah

ox\ (dy 92\ _ 4

oy ), \oz/, \ox/, N '
Wir schreiben also mit E = E(S, N, V), wobei wir im Weiteren N immer konstant halten (V ist
jetzt zusitzlich festgehalten):

o = (1), (), Gr), =7 (7).

[(a) Tatsdchlich mit 2. folgt

o(T,p) o(T, V)  o(T,p)
FICA%S
(S, V)  aTp
o(T,V) oATLV)"
o(T,p)

(b) Obere Determinante wird ausgerechnet, unten

/N
=
N—
H-
—

Wir bekommen

95 v
GG
Vv —%Lp v
ap )
und benutzen die Maxwell-Relation <‘3—2) e <a—‘T/ . Dies ergibt
p
op aV\? TV ,
Cp —Cy =— <8V>T <8T>p = ?T“P

Wir haben hierbei die isotherme und adiabatische Kompressibilitit
1 [0V
Kr=—= |+
! 14 ( op > T
1
Ksg = —=

al
V\adp /g

sowie den Koeffizienten der isobaren Wirmeausdehnung

oo L (2
PvAaT ),y
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eingefiihrt. Analog erhilt man fiir Kr — Ks (Ubungsaufgabe)

TV ,
KT — KS == Fpap
Aus beiden Gleichungen zusammen folgt daher
S _Kr
Cy - K
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Thermodynamische Potentiale des idealen klass. Gases
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5.3 Thermodynamische Ungleichungen

Wir beginnen mit den Extremaleigenschaften der Entropie. Um die herzuleitenden Formeln
sowohl fiir den klassischen als auch den quantenmechanischen Fall in einheitlicher Form auf-
schreiben zu konnen, benutzen wir im klassischen Fall die Substitution

W
Pr. = p
CN

CN N
dl“h—f = dI'

Die quantenmechanischen Formeln bleiben ungeéndert. Es gilt dann mit f dI' =Sp
- / dlipInp = —Spplnp.

Aus der Ungleichung (fiir x > 0, die rechte Seite folgt aus der Reihenentwicklung der Loga-
rithmusfunktion, die linke Seite durch x — 1/x)

1—1§1nx§x—1,
X

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir x = 1 gilt, folgt fiir 2 beliebige Verteilungen p, ¢’, die
beide auf Eins normiert sein sollen,

A Inx
x—1
In x
1
.
X
V4
K(p, ") /dr —Inp) = /drplnp >/dr 5 )=0.

D.h.
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(i) Wir setzen zunédchst fiir ¢ die mikrokanonische Verteilung ein, und vergleichen diese mit
einer anderen Verteilung p’ mit gegebener Energie

5o { N (w(E)AE)) " : E<H(X)<E+AE

hf
0 : sonst

o [ beliebig : E' <H(X)<E +AE
P= 0 : sonst.

Damit folgt
K(p,p') = /drﬁ’lnﬁ’ +1In (W) =5-5>0.

D.h. unter allen Verteilungen mit fester Energie E = E’ besitzt die mikrokanonische Vertei-
lung die grofite Entropie.

(ii) Als nédchstes vergleichen wir die kanonischen Verteilungen
P = ZgllefH/T, ¢’ beliebig .
Damit wird

1
K(p,p) = [drg(ng +inz{ + )

F  F
— _c_ -
B

_ %(E/—EnLT(S—S’))zO

oder

SZ§+%@—H)

S>S'furE=E; F>FfurT=T.

D.h. die kanonische Verteilung besitzt unter allen Verteilungen mit gleicher mittlere Ener-
gie die grofite Entropie und unter allen Verteilungen mit gleicher Temperatur die kleinste
freie Energie.

Entsprechend folgt fiir das Druckensemble (G = G(T, p,V))

95



1

>l
§>S —|—T

(E-E +p(V-V))

G>GfurT=T,p=17p

und fiir das grokanonische Ensemble (] = J(T, u, V))

§> 8+ 1 ((E~E)~ (N —N")

I'>JfuarT=T,u=1y.

Es wird sich herausstellen, dafs die soeben gewonnenen Beziehungen niitzlich sind, wenn man
z.B. die kanonische Verteilung p durch eine vereinfachte Verteilung p’ approximiert (damit man
das Problem tiberhaupt 16sen kann), die durch zunédchst unbekannte Konstanten parametrisiert
wird. Diese Parameter sind dann so zu bestimmen, da8 F/,G’, ]’ minimal bzw. S’ maximal
werden.

Das néchste Ziel dieses Abschnitts ist, Ungleichungen fiir die Antwortfunktionen herzuleiten,
die im Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts erfiillt sein miissen. Sollte bei unseren
spateren Betrachtungen konkreter Systeme solche Ungleichungen nicht erfiillt sein, so bedeutet
dies, daf$ der von uns betrachtete Zustand instabil ist.

Insbesondere betrachten wir bei konstanter Teilchenzahl N die Entropie S(E’, V') in einem Zu-
stand, der vom Gleichgewicht E, V abweicht: E' = E+AE V' =V + AV. Dann gilt

aS 2S
/ / et p— — —
S(E',V') = S(E, V) (aE)VAE+<aV>EAV
1 [ 9%S ’ 9%S 1 [/ 9%S )
+ 2<aEZ>VAE —f—mAEAV"f‘E <8VZ>EAV + -

Wir kénnen E’, V' und S(E’, V') als Energie, Volumen und Entropie der Hilfte eines grofieren
abgeschlossenen Systems betrachten. Fiir die andere Hailfte gilt wegen der Energie- und Volu-
menerhaltung eine analoge Entwicklung mit AE — —AE und AV — —AV. Die Gesamtidnde-
rung der Entropie ist deshalb

ASwi = S(E+AE,V+AV)+S(E—AE,V —AV)—2S(E,V)

s , . 98 S 5
= <aEZ)VAE + 2570 AEAV + <W>EAV T

Damit der Ausgangszustand thermodynamisch stabil ist, mufd nattirlich ASyr < 0 gelten.
Tatsdchlich ist —ASiot positiv definit, wenn alle Abschnittsdeterminanten positiv sind, d.h.

wenn aZ 5
S 1 (0T 1
< — | —— = — | — = — n. >
0= (aEZ)V T2 (E)E)V g, 4 v =0
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und

o < | —9’S/eE*  —a%S/3EaV aT 1/9E 9T 1/aV
= | —9S/9EAV  —025/0V? (p/T)/IE d(p/T)/dV
_ 1 ]dT/0E aT/aV |_ 1 3(T,p) AT p) _,
- dp/9E dp/dV |~ TPA(E, V)" A(EV)

gilt. Hieraus folgt

AT, p) d(E,V) o(T,p) oT,p) _ (op) _ 1
0= _CVa(E, V) o(T, V) o(E, V) oT, V) ( >T -

oder

Kr > 0.

Damit bekommen wir schliefdlich mit

C,—Cy = ” VT—>CP>1
4 V'™ Kr Cy

C
o 1 %o
Xs Cv Xs
ﬁ:&—>KT>1
Ks Cy  Ks

Bisher haben wir angenommen, dafs die 1. und 2. Ableitungen der thermodynamischen Poten-
tiale existieren. Ist dies nicht der Fall, dann lassen sich dennoch Aussagen iiber den Funktions-
verlauf machen. Dazu definieren wir zunédchst die Begriffe konvex und konkav. Wir nennen
eine Funktion f(x) konvex (konkav), wenn

X — X1 1

(f(x2) = f(x1)) =

Xy — X1 X2 — X1

f(X)é)f(le ((x = x1)f(x2) = (x = x2) f(x1))

gilt, d.h. wenn alle Punkte auf der Verbindungsgeraden zwischen zwei Punkten f(x,) und
f(x7) tiber (unter) dem Wert der Funktion f(x) im Intervall x; < x < x; liegen.

Man kann dann zeigen, daf$ die Entropie eine konkave Funktion von E, V, N, . . . ist.
ASior <0

Analog ist G(T, p) eine konkave Funktion von T und p, F(T, V) eine konkave Funktion von T
und eine konvexe Funktion von V etc..
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konkav
l f II(x)<0

(6.9

konvexi
f II(x)>0}

!

‘ o
Xl X2 X

Abbildung 5-1: p — T-Diagramm von Wasser
5.4 Phasengleichgewichte

Unter Phasen verstehen wir verschiedene homogene Gleichgewichtszustinde einer Substanz
einer bestimmten Zusammensetzung.

Sind mehrere Phasen einer Substanz im Gleichgewicht miteinander, wobei Teilchenaustausch
zugelassen ist, so sprechen wir von Phasengleichgewicht.

Betrachten wir zunédchst ein inhomogenes System mit R Phasen als homogene Untersyste-
me, dann gelten natiirlich die schon friiher hergeleiteten Gleichgewichtsgleichungen (vergl.
Kapitel 2) (wir betrachten die Phasen als verschiedene Systeme im Kontakt).

7 — 72 —  _ 7(R)
p) = p@ = =p®
M =@ = =R

Beispiel: Fiir einkomponentiges System gilt wegen der Gibbs-Duhem-Beziehung

i 1 i i i
) = GUT,N,p) = GO(T,1,p) = (T, p).

Bei Koexistenz von 2 Phasen folgt daher die Beziehung;:

§W(T,p) =8P (T,p),
die p = po(T) als Losung hat. Wir finden also Koexistenz entlang einer Kurve. Koexistieren 3
Phasen, dann hat die Gleichung

§V(T, p) =g¢®(T,p) =g®(T,p)
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nur eine Losung p = po, T = Tp (der sogenannte Tripelpunkt)

A

fest fluessig

Koexistenz

P T gasfoermig

Abbildung 5-2: p — T-Diagramm von Wasser

Als néchstes betrachten wir ein k-komponentiges System in R Phasen, d.h. wir nehmen an,
dafs wir k verschiedene Teilchensorten haben. Hierbei miissen wir natiirlich zwischen den che-
mischen Potentialen p, fiir die einzelnen Komponenten « = 1...k unterscheiden. Fiir das
Gibbssche Potential in der homogenen Phase i, G(i)(T, p,Ni, ..., Ni) gilt dann offenbar die
Gibbs-Duhem-Beziehung (vergleiche 5.1, wir benutzen jetzt die Homogenitét in jeder einzel-
nen Phase)

k aG(z

G — Z

a=1 aNo(f

) ) k ) .
N =3 Ny i=1,...,R
=1

Denn bei k Komponenten in einer homogenen Phase folgt aus AS(E, V, Ny, Ny, ..., Ni) = S(AE1, AVy, ANy, AN;
durch Differentiation nach A fiir A = 1:

k
G=+E+pV —TS(E,V,N;,Na,...,N) = ¥ ptaNy.
51

Durch Maximierung der Entropie erhédlt man wie gehabt bei R Phasen im Gleichgewicht die
Relation

(7) .
G _ ) — e Wi=1..Ra=1. k.
PINL

Bezeichnen wir die Gesamtteilchenzahl in der Phase i mit N(),
k .
N(Z) —_ Z ND((I)/
a=1
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dann folgt bei Homogenitét der Phase i

AG(T, p, N, Ny = GU(T, p, ANV, ..., AN{)

N |
und mit A = N

¢O(T,p, N, Ny = NOGO(T, p ),
waobei wir die Konzentration C; = N;/N() der Komponente « in der Phase i eingefiihrt

koo , , .
haben (} C,il) = 1). Hieraus folgt mit dND(f) = N(Z)dC,Sf)
14

() . . . , .
=l = N0 0Tyl )
oN,’'

oder

u) = w1, p,cV, . cy.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir jede Komponente

ergeben nur k(R — 1) Gleichungen fiir die 2 + R(k — 1) unabhéingige Variablen T, p, C§1), ceey C,@l

Hieraus folgt fiir die Zahl der unabhéingigen Variablen (d.h. der Zahl der thermodynamischen
Freiheitsgrade):

V=2+R(k-1)—k(R—1)=2+k—R.

Dies ist die sogenannte Gibbssche Phasenregel.
Beispiel:

k=1, R=3:V=24+1-3=0
k=1, R=2:V=1
k=1, R=1:V=2.

Geht man durch Verdnderung der Zustandsvariablen p, T, V, ... von einer Phase in eine andere
tiber, dann kommt es zu Singularitdten in den Ableitungen der thermodynamischen Potentia-
len. Mit Ehrenfest wollen wir folgende Klassifikation der Phaseniibergiange vornehmen: Wir
nennen einen Phaseniibergang von n—ter Art oder Ordnung, wenn die (n — 1)-ten Ablei-
tungen der thermodynamischen Potentiale stetig sind und die n—ten Ableitungen am Pha-
seniibergang eine Diskontinuitit zeigen oder divergieren. Typisch sind Phaseniibergidnge 1.
und 2. Ordnung.
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5.5 Das van—der—Waals—-Gas

Wir wollen jetzt dies am Beispiel des van—-der-Waals(vdW)-Gases illustrieren, das durch die
van—der-Waals-Gleichung beschrieben wird:

<p+$)(U—B):T v=V/N

A und B sind das Gas charakterisierende Konstanten, die wir in Abschnitt 7.1 bestimmen wer-
den. Qualitativ konnen die gegeniiber der idealen Gasgleichung auftretenden Korrekturterme
folgendermafien verstanden werden: die endliche Ausdehnung der Gasmolekiile fiihrt zu einer
Abnahme des pro Teilchen zur Verfiigung stehenden Volumens, v — v — B, (B ~Molekiilvo-
lumen), eine schwache langreichweitige Anziehung zwischen den Molekiilen fithrt zu einer
Absenkung (!) des Druckes (das ideale Gas hétte den Druck p’ = p + A/v?, d.h. p < p').

P

v=V/N

Abbildung 5-3: p — v Diagramm fiir das van—-der-Waals-Gas

Wir betrachten zundchst die Isothermen des vdW-Gases bei verschiedenen Temperaturen.
Oberhalb der kritischen Isotherme T = T, ist die isotherme Kompressibilitit Kr = —(1/V)(dV /dp)r
immer positiv und deshalb das Gas stabil. Unterhalb von T = T wird dagegen zwischen v] (T)

und v5(T) Kr negativ und nach Abschnitt 5.3 das System instabil. Diese Instabilitat tritt bei
Abkiihlung erstmals unterhalb von T, bei v = v, auf, wobei diese sich aus den Bedingungen

_(9p _(p
0—(av>n und 0—(302)TC

ergeben, diese haben als Losung fiir den kritischen Punkt




Hieraus laft sich eine parameterunabhédngige Konstante bilden

. _8 ~2.7
pcve 3

wihrend experimentell fiir kugelférmige Molekiile etwa 3.4 fiir diesen Wert gemessen wird.

Fiihrt man die dimensionslosen Grofden

ﬁ:’()/’()cl ﬁ:p/pc, T:T/TC

ein, dann nimmt die vdW-Gleichung die reduzierte Form

<ﬁ+§’2> (30 —1) =8T

an, die offenbar nicht mehr von den Molekiilparametern A und B abhédngt und deshalb uni-
versell ist.

Wir wollen als ndchstes das vdW-Gas unterhalb von T, untersuchen. Es ist klar, daf8 entlang
der vdW-Isothermen zwischen v} und v; das System nicht stabil ist und somit diese Teile der
Isotherme nicht eingenommen werden koénnen.

Eine Alternative besteht nun darin, dafd das System in zwei Phasen i = 1,2 unterschiedlicher
Dichte zerféllt, deren Zustand durch jeweils einen Punkt auf den stabilen Abschnitten der Iso-
thermen beschrieben wird.

Wegen T = T = T und pM) = p@® = p muR die Isotherme im Zweiphasengebiet durch
p = const charakterisiert sein, d.h. die gesamte physikalisch realisierte Isotherme besteht aus
drei Abschnitten. Fiir (i) v < v1(T) und (ii) v > ©v,(T) wird die vdW-Isotherme realisiert
wihrend fiir (iii) v1(T) < v < v2(T) die freie Energie des Gesamtsystem aus der Summe
der freien Energien der Untersysteme besteht (wir vernachldssigen Summanden, die mit der
Ausbildung einer Grenzfldche zwischen den beiden Phasen zusammenhangen, diese sind von
der Ordnung N%/3 < N).

F(T,N,V) = NE(T,1,0)
= NWE(T,1,01) + NYF(T,1,0,)

N® und VO = u;,N® sind die Teilchenzahlen und Volumina der beiden Phasen mit N =
N® + N@ und V = V(D + V), Zur Bestimmung von v; , benutzen wir die Gleichgewichts-
bedingung u") = u® = . Es gilt die Gibbs-Duhem-Beziehung

N(i)y(i) = FO(T,N®, vy 4 pv(i) yelU)
oder

W) = F(T,1,0;) + po; = poi — /pdv-l— F(T,1,c)
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Wegen der Gleichheit der chemischen Potentiale bekommen wir daher

(%)
p(va —v1) = /pdv = F(T,v1,1) — F(T,v,1)

01

Die Zahl der Teilchen in Phase 1 bzw. 2, N!) bzw. N(?), ergibt sich bei vorgegebenem v aus v =
V/N = (NWy; — N@v,) /N, wobei N©? = N — N gilt. Dies ergibt die sogenannte Maxwell—
Konstruktion, nach der die von der vdW-Isothermen und der physikalischen Isothermen mit
p = const begrenzten Flachengebiete gleich grofi sein miissen.

Integriert man die vdW-Gleichung, so erhilt man aus p = -1 — ;}%, — [pdv = —TlIn(v—B) +

v—B
A
° 1 A
NF(T,N,V) =F(T,1,0) = —Tln(v—B)—l—;%—const (%)
Unterhalb von T, hat F(T,1,v) die im Bild 5.3 dargestellte Form
F/N
stabil
metastabil
F/Np- > ‘
3 metastabil
Fy/Np-=------ stabil

v(T) VAT) VAT v (T)

Abbildung 5-4: F(T,v) fiir das vdW-Gas

Zwischen v; und v, wird F nach dem oben gesagten nicht durch (x) sondern durch die tan-

gentiale Gerade
U—01

NF(T,l,U) =F+ (F2—F1)

Uy — U1
beschrieben. Die freie Energie als Funktion von V ist dann in ihrem gesamten Verlauf konvex.
Es bleibt zu bemerken, daff die Abschnitte v1 < v < v] bzw. v; < v < v, der vdW-Isothermen
metastabilen Zustdnde beschreiben. Lokal ist die freie Energie stabil (Kr > 0), aber die freie
Energie 143t sich durch Phasenseparation weiter absenken (siehe Bild). Dabei ist zunédchst ein

Keim der jeweils anderen Phase zu bilden, der dann weiter wachsen kann. In der freien Energie
solch eines kleinen Keims spielt der Oberflachenterm, den wir oben vernachléssigt haben, eine
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wichtige Rolle. Erst wenn die Absenkung der Volumenenergie des Keims grofler wird als die
des Oberflichenenergie wird der Keim weiter wachsen. Wir wollen dies aber nicht im Detail
betrachten.

Der Phaseniibergang im vdW-Gas ist von 1. Ordnung, da v als erste Ableitung des Poten-
tials (1/N)G(T,N,p) = G(T,1,p) von v; nach v, springt. Dieser Sprung verschwindet an
T = T.. An T, aber divergiert Kt = —(1/v)(dv/dp)r, d.h. die Koexistenzlinie als Linie von
Phasentibergdngen 1. Ordnung endet in einem Phasentibergang 2. Ordnung.

5.6 Aufgaben

1. Etwas Mathematik

Es seien drei Zustandsgréfen x, y und z gegeben. Sei f(x,y,z) = 0 die Zustandsgleichung des Systems. Sei w eine
zusétzliche thermodynamische Grofie, die als Funktion von zwei der drei Groflen x, y und z betrachtet werden

kann.

Zeigen Sie die folgenden niitzlichen Relationen:

(ax) <E)x) (ay) (8x> (8x> <8x> (810)
ow )/, ay ) \ow/, ! ), ), ow y ay /), )
2. Thermodynamische Potentiale

Man berechne die Energie E(S,V,N), die freie Entalpie G(T,P,N) = E — TS + PV, die Entalpie H(S,P,N) =

E + PV, und das groSkanonische Potential J(T,V, ) = E — TS — uN fiir ein ideales Gas.

3. Thermodynamische Relationen I

Wir betrachten ein System aus N Teilchen der gleichen Sorte. E, T, V und p seien Energie, Temperatur, Volumen

und das chemisches Potential. Beweisen Sie folgende Relationen:

oE _ ou
(aN)T,V . (ﬁ)m'
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(5 ) = (5 ) (1), 77
oT V,(u/T) o)y oN TV ’

(55), 0~ (57 m (30),, (),
9T /) v, (u/m) oT )y n o )ry \ON /oy

4. Thermodynamische Relationen II

Man beweise fiir Systeme mit fester Teilchenzahl:
GEN (), () _ ()
oV )r oV )+ oP ) 1 oT ) p

Tep - Cp_xr
Cp CV Ks !

oE 2S oH 9S
CV—(W)V—T(W)V' CP‘(ﬁL”(ﬁ)p'

wp— L (Y or— _ L[V ke — L (Y
P=vi\er),” "~ v\er),r 7 vi\er)s

5. Stabilititsbedingungen

wobei

Wir betrachten ein Gas im Gleichgewicht bei Temperatur T, Volumen V und Teilchenzahl N. In der Vorlesung

wurde die Stabilitatsbedingung k1 > 0 hergeleitet. Zeigen Sie analog

Cy >0 und (a—N) > 0.
o /)ry

Warum gilt dann auch Cp > Cy > 0 und x7 > xg > 0?

6. Clausius-Clapeyron Gleichung

Betrachten Sie zwei koexistierende Phasen einer Substanz bei Temperatur T und Druck P in einem Volumen V. Die

Clausius-Clapeyron Gleichung

dP\ s
dT koex_AU
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beschreibt den Verlauf der Phasenkoexistenzlinie im (P, T)-Phasendiagramm. Hierbei ist As die Entropiedifferenz
und Av die Volumendifferenz pro Stoffmenge beider Phasen am Ubergang. Leiten Sie diese Gleichung her, indem

Sie die Gleichheit der Gibbsschen freien Energie der Phasen bei Koexistenz ausniitzen.

7. Aufgabe: Sonnenstrahlung

Die Solarkonstante S ~ 2 cal / min cm? gibt die auf die Erdoberfliche einfallende Strahlungsintensitéit der Sonne

an (Energiestromdichte). Diese Grofse ist mit dem Strahlungsdruck P tiber die Beziehung S = Pc verkniipft.

(a) Welche Kraft erfahrt die gesamte Erde aufgrund des Strahlungsdrucks des Sonnenlichtes?

(b) Wie grof$ ist der Strahlungsdruck an der Oberfliche der Sonne? Schitzen Sie die dortige Energiedichte
und Temperatur ab unter der Annahme, dafs die tiblichen Relationen fiir Strahlung im thermodynamischen
Gleichgewicht gelten.

Hinweis: Die Entfernung Erde - Sonne betrédgt ~ 150 Mio. km = 215 Sonnenradien.

(c) Das Intensitdatsmaximum der von der Sonne einfallenden Strahlung liegt bei w;; ~ 2.2 - 10'® Hz. Bestimmen
Sie daraus die Oberflichentemperatur und vergleichen Sie sie mit der in (b) berechneten.

(d) Betrachten Sie die Bewegung eines kleinen Teilchens innerhalb des Sonnensystems. Zeigen Sie, daf8 fiir hin-
reichend kleinen Radius a des Teilchens der abstofiende Strahlungsdruck gegentiber der anziehenden Gra-
vitationskraft tiberwiegt (unabhédngig von der Entfernung zur Sonne).

(e) Im Sonneninneren betragt die Temperatur gréfienordnungsmafiig 107 K, die Dichte ist ungefahr 100 g/ cm?.
Wie grofs ist dort der Strahlungsdruck? Vergleichen Sie mit dem materiellen Druck (man rechne mit klassisch
idealem atomaren Wasserstoffgas). Wo liegt das Intensitdtsmaximum der Strahlung? Wieviele Photonen be-

finden sich im cm3?

8. Aufgabe: Gas von ausgedehnten Teilchen

Wir betrachten N klassische Stabe (Lange ) innerhalb eines eindimensionalen “Volumens” der Lange L > NI. Das

Wechselwirkungspotential zweier Teilchen an den Schwerpunktsorten x; und x; sei

o |xj—xj| <1

0 sonst



Die Teilchen kénnen sich somit nicht durchdringen, also auch nicht ihre Plédtze tauschen.

Bestimmen Sie die Entropie und die Zustandsgleichung p(T, L, N) des Systems. Wie lautet die Zustandsgleichung

im thermodynamischen Limes N, L — oo mit n = N/L konstant?

9. Aufgabe: Adsorption an Oberfliche

Man betrachte eine adsorbierende Oberflache mit Ny Gitterpldtzen, von denen jeder entweder leer oder mit einem
Atom besetzt sein kann. Ein unbesetztes Adsorptionszentrum habe die Energie € = 0, ein besetztes die Energie

€e=—€*<0.

(a) Wie lautet die groffkkanonische Zustandssumme dieses Systems als Funktion der Temperatur T und des che-

mischen Potentials y?

(b) Wie gro8 ist der sog. Bedeckungsgrad n = (N)/Nj als Funktion von T und p? Hierbei bezeichne N die

Anzahl der besetzten Adsorptionszentren.

(c) Die Oberflache befinde sich nun im Gleichgewicht mit einem idealen Gas von Adsorbatatomen bei Druck p

und Temperatur T. Man zeige, daf8 n dann die Form

_p
p+po(T)

mit zu berechnendem po(T) annimmt (die sog. Langmuirsche Adsorbtionsisotherme).

10. Aufgabe: Gas von ausgedehnten Teilchen

Wir betrachten N klassische Stabe (Lange ) innerhalb eines eindimensionalen “Volumens” der Lange L > NI. Das

Wechselwirkungspotential zweier Teilchen an den Schwerpunktsorten x; und x; sei

o |xj—xj| <1

0 sonst



Die Teilchen kénnen sich somit nicht durchdringen, also auch nicht ihre Plédtze tauschen.

Bestimmen Sie die Entropie und die Zustandsgleichung p(T, L, N) des Systems. Wie lautet die Zustandsgleichung

im thermodynamischen Limes N, L — oo mit n = N/L konstant?
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Kapitel 6

Ideale Gase

6.1 Klassische ideale Gase

Unter einem idealen Gas versteht man ein System, dessen Hamiltonian in eine Summe gleich-
artiger Untersysteme mit jeweils wenigen Freiheitsgraden zerfallt

i

1=

H:

1

I
—_

wobei wir annehmen wollen, daf die Energieeigenwerte E, von 7{; bekannt sind:

Hila), = Eqla),.

1

Die Gesamtenergie E eines Systems 143t sich dann in der Form
EZZEMM, ZWZN
o o

schreiben, wobei n, die Besetzungszahl des Einteilchenzustands |1x> ist. In quantenmechani-
schen Systemen ist der Zustand dann eindeutig durch die Besetzungszahlen {n,} der Ein-
teilchenzustinde a gegeben, der entsprechende normierte Zustandsvektor ist [{,}). Beispiel
hierfiir sind wechselwirkungsfreie Gase, freie Metallelektronen, nicht-wechselwirkende Spins
von Atomen im Kristallgitter etc.. Es wird sich zeigen, dafs im Gegensatz zu den klassischen
idealen Gasen die idealen Quantengase bestimmte nichttriviale Eigenschaften haben, die klas-
sischen Systemen mit Wechselwirkung dhnlich sind. Um nicht separate Formeln fiir klassische
und Quantensysteme aufschreiben zu miissen, kiirzen wir c N,%f f drr — f dI' = Sp durch die
Spur Sp ab.
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Da die Gasmolekiile nicht wechselwirken, kann man die N-Teilchenzustandssumme Zy direkt
durch die 1-Teilchenzustandssumme ausdriicken

1 _
z®(T,N, V) = N|Z( (1,1, V)N (Ze Ea/T>
= i L e Eim/Ty p=Eama/Ta
N! 41t =N 111!112! ce
1 / N! Ny
- —BEax
= e
N! {nza:} ];[n,x! 1;[ ( )
= Z, HL' e_Zaszna/T'
oy a1
Hier haben wir den Polynomialsatz (a; +ax+---+a,)" = ¥ f ,”'k ,alilaéz . .a’f* benutzt,

ki+...+k,
1, ist die Zahl der Teilchen im Zustand |(x> Y bedeutet, da8 die Gesamtteilchenzahl in jedem
Summanden gleich N ist. Der Faktor H 1 gibt die Zahl der Moglichkeiten an, N Teilchen auf

die Zustande 1,2,... zu verteilen. Im k1a551schen Fall wird « ein kontinuierlicher Index sein und
Y e E/T = /dq1dp1dQ1e*”1/T,
o

wobei Q fiir die Gesamtheit der inneren Freiheitsgrade steht.

Fiir praktische Zwecke ist es bequemer, eine Summenformel ohne Restriktion auswerten zu
konnen. Wir gehen deshalb zur grofSkanonischen Gesamtheit iiber, bei der diese Beschrankung
wegfillt (B =1/T):

[ee]

Z(Sk)(T/‘u, V) — Z Z T N, V Nu/T
=0
- ZO{Z H—exp( Z(E — e )
= HZ—'exp ( — T(E“ — ;t)n,x>
P

Damit erhalten wir fiir das Potential

J=—TInz&" _—TZe B(Ea—p)

und die mittlere Teilchenzahl im Zustand «
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91n Z(8k)
- __ = —B(Ex—p)
() 0BE, ¢ '

Dies ist die Maxwell-Boltzmann-Verteilung, die wir schon einmal tiber die Maximierung der
Entropie erhalten haben. Damit (1,) < 1 gilt, muf8 e"# < 1 sein. Wir kénnen als Anwendnung

diese Formel weiter auswerten, wenn wir E, in der Form

p int

— m

ansetzen. Hierbei ist % die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung des Molekiils und
E gt der Energieanteil, der mit inneren Freiheitsgraden verkniipft ist. Wir konnen also die “Quan-
tenzahl” in der Form a = (p, Q) schreiben, wobei wir annehmen, daB es keine Kopplung zwi-
schen den Translations— und den inneren Freiheitsgraden gibt (der klassische Charakter des
Gases kommt allein im Translationsanteil zum Ausdruck!). Dann gilt

Z(T,1,V) Ze PE« —/ —e ot Ze Emt/T

Das Integral auf der rechten Seite haben wir frither ausgewertet. Wir bekommen damit (V =
a>N)

F(T,N,V)

a _Eint/T
—NT{[3ln/\+1]+ln§e Q }

B
= K transl T NF, i(nlt)

und y = aN = —-3TIn+¢ 5 + F (beachte a®> = V/N!). Besteht Q aus mehreren Quantenzahlen,

s0 ist tiber alle zu summieren.

Um die freie Energie betrachten zu konnen, die mit der Anregung der inneren FG verkntipft ist,
miissen wir eine konkrete Modellannahme machen. Wir betrachten ein 2-atomiges Molekiil,
dessen Hamiltonian die Form (wir lassen auf der rechten Seite den Teilchenindex i weg)

2 1 i2
Hi=Ey (;or >+u<| B)

2m,

annimmt. Die 6 Freiheitsgrade sind auf 3 Schwerpunkts—, 2 Rotations— und 1 Relativbewegung
aufgeteilt. Der Vektor 1 steht senkrecht auf der Molekiilachse.

ny mp

m=mq+mp, M= —— "7,
my + my

p ist der Impuls der Bewegung des Schwerpunktes
P = m1f1 + meQ
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und der p, der der Relativbewegung

pr=mf, 1=t —r).

Es ist zweckmaéfig die Relativbewegung tiber die Schwingung parallel zur Verbindungsachse
der beiden Atome sowie iiber die Rotation in zwei aufeinander senkrecht stehenden Rotations-
achsen aufzuschreiben, dies entspricht den beiden mittleren Termen in H;. U(r) beschreibt die
Wechselwirkung der Atome des Molekiils, 1 ist der Drehimpulsoperator mit den Eigenwerten
121(1 + 1) fiir den Operator 2.

Eine Entwicklung von U(r) um das Minimum U(rg) bis zu Termen quadratisch in (v — rg)
ergibt

2 72

. ) R S N HPRY:
Hi 2111—'—2mrpy+2u (ro) (r = ro) +Zmrr%

Q

2
— —(r—rp)?
2m; rg
_ ,H(tr) +7_L(Vib) +H(rot) ‘

i i i

ro ergibt sich aus der Minimumsbedingung U’ (rp) — m%hzl (I+1)ry®> = 0. Der letzte Term
ist aber klein gegeniiber dem 3.Term. Tatsichlich, verwendet man die Eigenwerte von 12 und

schétzt U(r) mit e% /1o &= mhlz,z ab (mg ist die Masse des Elektrons) dann folgt:
el’o
R+ 1 R4+ 1 ¢
7(t >/U”(r0)% U+ )mglro ~ Ml g
myt, My h 1’3 1=0(1) my
(vib) (vib)

Die Eigenwerte ¢;, * von H; ' sind die des harmonischen Oszillators und beschreiben die
Vibrationsschwingungen des Molekiils

(vib) 1 u"(ro)
En = Uy ~) v = .
0, (n + 2) 0, =h -

Die Eigenwerte sgrc’t) des Rotationsanteils Hi(mt) sind ebenfalls aus der Quantenmechanik be-

kannt
hz
myrs

. 1
El( ot) _ §9rl(l +1), 6, =
Das Verhiltnis der Energie 6, und 6, 1afst sich nach obiger Rechnung

4 2.3
0z h*m, Ity ma mg 4
02 T 5 422 ~ 4.2~ - <10
91; mrroh u//(i’o) mytr,e niy Mkern

abschétzen. Damit konnen wir den internen Anteil der freien Energie in der Form Figt) = F‘Eilg +
£

ot (die "Quantenzahl” Q ist durch die beiden Komponenten n und I gegeben.)

F‘Ellg — _Tln (i e9v(ﬂ+%)/T>



F( — _Tln <Z Zl—|—1 l+1)/2T)

aufschreiben, wobei der Vorfaktor (2] 4 1) die Entartung des Energieniveaus mit dem Drehim-
puls [ beschreibt.

Schlieflich findet man nach elementarer Rechnung (geometrische Reihe)

e—Gv/ZT 0

) — _ % —0,/T
Vb —Tlnm—i—i—Tln(l—e )

Hieraus folgt fiir die Warmekapazitat pro Molekiil aus den Vibrationen

vib aTz o /T 1

(4067 e

2
ev/T(Tv> , 90>>T

%

Zur Auswertung des Rotationsteils benutzen wir fiir 6, < T Eulers Summenformel

72
512

3/2

/ dnf(n) + 5(Fm) + Fm2)) = 33 (/1) = £ (12)) oo (1) = £ (2)) .

1’11’11

Wobei wir (21 4+ 1) —0:(+DI/2T mjt £(1) identifizieren. Dies ergibt
(fy dl(2] +1)e=210HD) = [ dxe= 3 = 2T)

2T 1 16
FV = _TIn —
rot (9,+ TaT )

und damit
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1 2
EY = —T{lnzef + &+ (%) + }
(1) 1 (6,\? o< T
Crot = <1+18 (T) + )
Im umgekehrten Fall 0, > T ergibt sich
FY = —TIn (1+3e7/T)
rot T
1 6, —6,/T 0 >T.
CrOt =3 (T) e

6.2 Ideale Quantensysteme

Bei idealen Quantengasen sind die Zustdnde eindeutig bestimmt durch Angabe der Beset-
zungszahlen {n,} der Einteilchenzustinde mit der Energie E, (H = Z #;). Eine weiterge-

hende Zuordnung, etwa welches Teilchen in welchem Zustand sitzt, ist nlcht moglich (verglei-
chen Sie hier die ausfiihrliche Diskussion in Kapitel 2.5):

A {na}) = E({na}) [{na})
Finh) = Chm, [Em=N]

Aus dem Pauli-Prinzip folgt

o 1, = 0,1 fiir Fermionen

e n, =0,1,...,N fiir Bosonen

Um die Einschrankungen bei der Berechnung der kanonischen Zustandssumme } 7, = N zu

24
vermeiden, ist es wieder zweckmafig, die groflkanonische Zustandssumme zu betrachten.

ZE)(T, 1, V) = ispe_%m_w)
N=0
= ¥ (Drdle HE ) = Y E T
{m} P

k) — H Z e*%(Erx*V)”zx

@ {ng}
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Der Vergleich mit 78k fiir den klassischen Fall zeigt, daf’ hier die Faktoren - fehlen! Bei Fer-
mionen wird nur tiber n, = 0,1, bei Bosonen tiber alle n, = 0,1, 2, . sumrmert dies lduft auf

eine geometrische Reihe mit dem allgemeinen Summanden (e—%(Ea W) hinaus. Die Auswer-
tung der ) fiir Bosonen und Fermionen gibt (damit im Bosefall die Summe konvergiert, mufs

Ny
— u > 0 erfiillt sein, da dies fiir alle E,, auch E, = 0 gilt, folgt » < 0.):
I (1 + e—%(Ea—V)) fiir Fermionen

7(8k) — @ 4
11 (1 — e*%(E“*")) fiir Bosonen .

o

oder

— — (gk) — 71(Eo¢*]l) Fermi
i TinZ :FT;In (]:I:e T ) Bose

Fiir die Besetzungszahl des Niveaus « gilt

) a 1
= T/ 1nz6N = = __—_
(ng) Tag InZ aEﬁ A

E,x wWng/T

L

und wir reproduzieren die Fermi-Dirac bzw. die Bose-Einstein-Verteilung, die wir schon im
Kapitel 2 hergeleitet haben.

1 . .
(ny) = FE 1 Fermi — Dirac
(ny) = ot Bose — Einstei
Ma) = ] ose — Einstein

mitp=1/T.
Fiir ef(F«=1) > 1 gehen diese wieder in die Maxwell-Boltzmann-Verteilung iiber.

Die Entropie folgt aus S = —a% J |]4 v (vergleiche die Tabelle der thermodynamischen Potentia-

le) durch geradlinige Differentiation nach T und anschlieBende Ersetzung von exp B(E, — 1)
durch (1/(n,)) F1

= —aan = — 3 { () In (a) £ (1F () In (1 F (na))) }

o
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wobei das obere Vorzeichen fiir Fermionen und das untere fiir Bosonen gilt.

Bei Fermionen ist die Entropie gerade die Mischungsentropie fiir N, = (n,) N Teilchen und
N, = (1 — (ny))N Locher.

Tatsdchlich, die Mischungsentropie zwischen Teilchen 2er Sorten mit insgesamt N Teilchen ist
(N'=n'N,N'=N-N'=N(1-n")):

v
SzlnL‘zN’ln%—i—N"ln%:—N(n’lnn’—i—(l—n’)ln(l—n’)).

Fiir die mittlere Energie erhalten wir

und fiir die Warmekapazitat

_ v, 94

VN

Hierbei ist y aus N = ¥ (n,) = ¥ —+——1—— zu bestimmen.
« o eTFemi) 4y

6.3 Zustandsgleichungen fiir ideale Quantensysteme

Zur Herleitung der Zustandsgleichungen berechnen wir das Potential J(T, u, V') (das obere/untere
Vorzeichen entsprechen Fermionen/Bosonen) fiir freie Teilchen ohne innere Freiheitsgrade:

Die Zustdnde |a) sind dann durch die Vorgabe des Impulses p bestimmt, E, = % = Ep.

% = :F;In (1 ie—%“ff’*)) = :F;m (1 ie—%@z/z'ﬂ—ﬂ)) .

Wir gehen von der Summation iiber p zur Integration iiber. Dabei nehmen wir fiir die Einteil-
chenzustinde (1/+/V) exp (ipr) periodische Randenbedingungen im Volumen V = L;L,L3 an.
Es gilt daher (siehe das Skript zur QM-Vorlesung in Kapitel 3.2)

ny ny ng

S

) n; ganzzahlig .

Wir konnen deshalb die Summe tiber p wie folgt umformen

Vv 1
Y..= ) ...z/dnldnzdng...:ﬁ/dpldpzdpg,:ﬁ / d*qd’p.

ny,12,1
p 1,712,113 qev

Der letzte Ausdruck rechts entspricht der klassischen Integration im Phasenraum. Dieses Vor-
gehen laft sich leicht auf 4 Dimensionen verallgemeinern, wir erhalten dann
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Wie sich spéter herausstellen wird, ist es wichtig, den Grundzustand explizit zu berticksich-
tigen, der ansonsten in Kugelkoordinaten das Gewicht Null bekdme (andernfalls bekommen

wir spdter Probleme):

" V _ _
%Z?ln <1:|:e+’7>$ﬁ / d?pln <1j:e (p*/(2mT) WT)).
p>0

Hier ist es zweckmafig, fiir

et/ =2

als Abkiirzung einzufiihren. z ist die sogenannte Fugazitit. Nach Ubergang zu Kugelkoor-
dinaten [ ddp =S4 [pldp; S; = 2r%?/ 1"(%) und Entwicklung des Logarithmus unter

Berticksichtigung von
In(1+x)=Y —(Fx)"/n
n=1
n+1
konnen wir die entstehenden Integrale ausfiihren ( f dx x"e=™" = r((,,%ﬂ)) ):
2a" 2
o0 0 . )
l = :Fh’l (1 + Z) + ded / pd_ldp Z(:Fz)”e_%f
T h 0 n=1 n

© v /2mT\"? d L1

Unter Benutzung der thermischen de-Broglie-Wellenlinge
h
Apg = ——rs
™ 2nmT)1/2

konnen wir
ad 1

i \%4
schreiben, und mit
0 Zn
gs(z) = Z S
n=1

ergibt dies die thermische Zustandsgleichung (die Teilchenzahl ist hier implizit durch u gege-
ben)

o2 (F2) Bose (6.1)

d Fermi
T T 8

pv :](T'”’V)len(liz)il\]<;
B
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wobei wir links die Gibbs-Duhem-Beziehung benutzt haben. Aus N = —0] /9y, dp =d(Tlnz) =
(T/z)dz und z(d/dz)gs(z) = gs—1(z) folgt:

d
z a z Vv
N=1;FN <Aﬁ> 8as2(Fz) = =T T%gd/z(w) (6.2)

In den Gleichungen (6.1) bzw. (6.2) sind | bzw. N durch die unabhédngigen Variablen T,y =
Tlnz und V bestimmt. Wir betrachten (6.2) zunichst fiir kleine z mit gs(z) ~ z, N = z +

d
N (%) zdh
A d
2 (28) <1, dh N~ YLz= Yo,
a A4 A4
B p
Aus (6.1) folgt durch Differentiation

_ ] _ —d
= (av),, = st

wihrend die Gibbs-Duham-Beziehung p = £ In (1 +z) F T)Lgd Qa2 (Fz) liefert. Der zusétz-

liche Term £, In (1 = z) auf der rechten Seite verschwindet allerdings im thermodynamischen
Limes V — oo solange z < 1 ist. Auf den Fall z = 1 gehen wir bei der Bosekondensation ein,
auch dort verschwindet dieser Summand. Wir kdnnen dann den ersten Term auf der rechten
Seite von N und | gegeniiber dem zweiten vernachléssigen.

Unter Verwendung von z ~ (Ag/a)? fiir grofe Teilchenabstinde erhalten wir fiir die thermi-
sche Zustandsgleichung (hierzu teilen wir (6.1) durch (6.2)):

v F8(a+2)/2(F2) _ z(1Fz/ ) d+2 (ﬁ) Fermi N < a

~ = ~1+2 7
NT F84/2(F2) z(1F z/24/2) Bose

d.h. das Pauliprinzip wirkt bei Fermionen wie eine zusitzliche Abstoffung und bei Bosonen
wie eine zusdtzliche Anziehung. (Vergleiche hierzu auch unsere Diskussion in Kap. 10.1 des
Skripts Quantenmechanik!)

Die Energie E = % (B]) /1 1Bt sich ebenfalls leicht berechnen: Aus (6.1) folgt bei festgehalte-
nemzE = j:Nad/\gdg(dH)/z(:Fz)T(—d/2) und mit (6.1) und In (1 + z) < 1 (siehe auch Kapitel
6.7)




6.4 Bose-Kondensation

Zunichst wollen wir, wie bei der Diskussion von (6.2) oben, den von p = 0 herriihrenden Term
z/ (1 — z) (wir behandeln jetzt nur Bosonen) weglassen und zeigen, dafl diese Vernachldssigung

d
zum Widerspruch fithrt. Wir betrachten (6.2) ohne den 1. Term, d.h. 1 = (Aiﬁ) 24/2(z), bei

festem a (d.h. fester Dichte) als Funktion von T. Diese Gleichung bestimmt dann y als Funktion
von T, N und V. Mit fallendem T wird A4 grofer. Schreiben wir also

s N 1
p

a (e HI/Ty,

halten die Dichte 2~ fest und senken T ab, so sinkt A, und dementsprechend muss g/, (e~ !#//T)
wachsen, d.h. || muss auf Null sinken. Aus u(T, + 0, N, V) = 0 folgt

(209)"_ ) = 2(8)

a

Hier ist {(d/2) = g4/2(1) die Riemannsche zeta—Funktion, {(3/2) = 2.612. Die Bedingung
1/
Ap=a (§ (d/ 2)) definiert eine kritische Temperatur

27th? 2
T, = T T _355.

mg2<§(d/2)>2/d’ (7(3/2))*°

Bei der weiteren Diskussion nehmen wir deshalb den 1.Term von (6.2) mit und betrachten jetzt
N als fest und u bzw. z als Funktion von N, T, V. Zunidchst driicken wir z iiber <n0> aus:

z z (no)

<7’la> - m d.h <Tl0> - 1 e ’

Aus (6.2) folgt dann fiir Bosonen (unteres Vorzeichen!)

N = () + N (;ﬁ)dgd/z (1 in?ii()}) ‘

Es ist zweckmifig jetzt den Ordnungsparameter 17> = % einzufiihren, der den Anteil der

Teilchen im Grundzustand beschreibt und bekommen damit

G ()’;)dgd/z <1J<:l?1io>> 1 <£>d/2 g(dl/z)gm <1J<rn<020>> :

Es ist zweckmafiig, die T-Abhéngigkeit der rechten Seite explizit hervorzuheben, in dem wir
d a\* T\
((2) () - (5)
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TN /2
n*=1- <Tc> 8a/2(2)/8as2(1)

Die Funktion g/, hat fiir d = 3 und z ~ 1 folgende Entwicklung
83/2(2) = g3/2(1)(1 =136v1 — 2+ O(1 - z))

Wir diskutieren nun die Losung fiir 7 im Limes N — oo.

wobei diese Losung nur fiir T < T. einen Sinn hat. In diesem Temperaturintervall ist als ein
endlicher Bruchteil 7% der Gesamtteilchenzahl N in Grundzustand, man sagt der Grundzu-
stand ist makroskopisch besetzt. Die Kurve #(T) zeigt ein nicht-analytisches Verhalten an T..
Bei endlichen Teilchenzahlen ldfst sich die obige Gleichung auch (graphisch) auswerten. Insbe-
sondere erhidlt manan T = T,

(ng) ~1.22 N?/3,

d.h. man erhilt die gleiche Besetzung wie die angeregten Zustdande. Ergdnzung: d = 3:
T\*? 2N 1
2 _ - __n T >~
7’] > —<> (1_136 1_Z+O(1—Z)), Z—m, 1_2NW
T=T.: 1°~136NY2 = (ng)~122N*?

Abbildung 6-2: Der Ordnungsparameter 77 als Funktion T fiir N < co und N — co.

Das im Ausdruck fiir T, auftretende {(d/2) divergiert fiir d — 2%, d.h. die (Phaseniibergangs)
Temperatur fiir die Bosekondensation verschwindet fiir d — 2. Dies ist Ausdruck des Mermin-
Wagner-Theorems, das aussagt, daf$ in Systemen mit kontinuierlicher Symmetrie in d < 2 kei-
ne spontane Symmetriebrechung bei endlichen Temperaturen moglich ist. Die Symmetriebre-
chung besteht hier in der endlichen Besetzung des Grundzustands (7 > 0), wéhrend fiir alle
angeregten Zustinde (1,) /N ~ N~!/3 im Limes N — co verschwindet.
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Abbildung 6-3: Experimente zur Bose-Kondensation, die Trennlinie zwischen dem schraffier-

-1/3
ten und dem unschraffierten Bereich entspricht a = A4 (z; (3/ 2)) = 0.73A4.

Tragt man die Fugazitit z tiber (a/Ag)* = v/ /\% auf, dann ergibt sich folgendes Bild wobei fiir

w/T
z=¢

N

| vIX
I p

Ve

Abbildung 6-4: Fugazitit des Bosegases als Funktion von (a/Ag).

das kritische Volumen pro Teilchen v, = (0.73A 5)3 gilt. Als ndchstes betrachten wir verschiede-
ne Isotermen im p — v-Diagramm. Fiir v > v, wird p durch die thermische Zustandsgleichung
im Bosefall (s. Ende Abschnitt 6.3) beschrieben. Fiir v < v, folgt aus der allgemeinen Relation
(6.1) mit z = 1 (s. Mitte Abschnitt 6.3)

’ ) (42
P:—Vln(l—z)+T"ﬁd8<d+2>/2(1)”T%%( 2 )

d.h. der Druck hingt nicht mehr vom Volumen ab! Dies ist dadurch zu verstehen, daf bei
einer Verkleinerung des Volumens immer mehr Teilchen in den Grundzustand mit dem Impuls
Null tibergehen und deshalb nicht mehr zum Druck beitragen.

Bei der Herleitung des Resultats haben wir die Relation
1
Viin(l-z)= —mln(l—i—nZN) -0

fir N — oo, v =const, benutzt.

Es ist instruktiv, schon jetzt das Bosegas mit einem realen klassischen Gas, das etwa durch die
van-der-Waals-Gleichung (s. 7.1) beschrieben wird, zu vergleichen:

Da der Druck des Bosegases fiir v < v, konstant ist, kann man bei gegebener Temperatur den
kritischen Druck p.(T) (unter Verwendung von v, = (0.7314)° = A% /C(3/2))
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p/ i p,(T)

c

T=T,

N c

/ T T
% = V/N %
\%

Abbildung 6-5: p — v-Diagramm fiir Ideales Bosegas (links) und van-der-Waals-Gas (rechts)

(/)T 2em\*? 5
p(n) = S0 =i () T

nicht tiberschreiten. Auch hier ist der Vergleich mit dem p — T-Diagramm des van-der-Waals-
Gases (rechts) aufschlufSreich.

P Kondensat P

1

i
| Fluessigkeit
i

7

Abbildung 6-6: p — T-Diagramm fiir das ideale Bosegas (links) und das vdW-Gas (rechts). Die

Zustinde in der schraffierten Flache sind nicht erreichbar.

Wir konnen tiber | = —pV auch leicht die Entropie ausrechnen (man beachte % u(z) =
18v-1(2)):
50
3 iﬁng(z) —Inz T>T,
S=—-—=—==N
oT 5 v

5@85/2(1) T<T..

Die Bosekondensation ist das vielleicht einfachste Beispiel fiir einen Phaseniibergang. Dabei
miissen wir zundchst die moglichen Phasen bestimmen. Fiir T > TP existiert eine Phase, in
der kein Zustand (auch nicht der mit p = 0) makroskopisch, d.h. zu O(N) besetzt ist.

Beziiglich der weiteren moglichen Phasen gibt es zwei Betrachtungsweisen

122



(i.) Man versteht als weitere reine Phase den Zustand, bei dem alle Teilchen im Grundzustand
sitzen, d.h. den Zustand (n9) = N, v = 0bei T = 0.In der Region 0 < T < T2°% koexistieren
beide Phasen dhnlich der Koexistenzregion zwischen Fliissigkeit und Gas (siehe z.B. Abschnitt
5.5). Diese Interpretation findet sich z.B. im Buch von Huang.

(ii.) Man betrachtet als Phase die gesamte Region T < T5°¢, in der Grundzustand makro-
skopisch, d.h. (ng) = O(N), aber nicht notwendig mit allen Teilchen besetzt ist. Diese Vor-
stellung ist der Betrachtungsweise bei magnetischen Phaseniibergdngen verwandyt, bei der die
Phaseniibergangstemperatur durch das Auftretten einer endlichen Magnetisierung (aber nicht
notwendig der Sattigungsmagnetisierung) entspricht, und weit verbreitet.

In der Interpretation (i) ist der Phasentibergang von 1. Ordnung. So springt z.B. das Volumen
pro Teilchen v von v = v, auf v = 0, ebenso die Entropie von S./N = (5/2){(5/2)/{(3/2)
auf S = 0. Tatsdchlich kann man dann auch dP,/dT in der Form der Clausius-Clapeyronschen
Gleichung aufschreiben

dP. 5¢(5/2)1 S.—0 1

dT ~ 27(3/2)v. ©v.—0 N

Mit der Interpretation (ii) ist der Phaseniibergang dagegen von 2. Ordnung. So zeigt die spezi-

fische Warme bei konstanten Volumen eine Singularitdt an T,

Cy [ (15/4)(v/A3)g5/2(2) = (9/4)83/2(2) /g1/2(2) , T > TE*
N (15/4)(0/A3)g5/2(1) =193 (T/T.)** , T < TP

Fiir (dp/9oV)r folgt fiir v > v,

;)TF; ~ —1.0805;\] (1- %)

und damit fiir die isotherme Kompressibilitat

o= (30), <3 0-%)”

d.h. Kr divergiert fiir v — v.! Das Verhalten weiterer Groflen in der Nahe von TP%¢ sowie der
Zusammenhang der kritischen Exponenten wird in Gunton und Buckingham, Phys. Rev. 166,
152 (1966) diskutiert.

6.5 Photonen im Strahlungshohlraum

Lafst man Effekte der Quantenelektrodynamik unberticksichtigt, dann sind Photonen tatsachlich
ideale, d.h. wechselwirkungsfreie Bose-Teilchen (Spin 1), auf Grund der Transversalitdt der
Wellen gehoren zu jedem den Zustand charakterisierenden Impuls p zwei Zustdnde, die beide
die gleiche Energie E, = c - |p| = fiw haben. Da jede Wechselwirkung zwischen den Photonen
fehlt, braucht man zum Erreichen des thermischen Gleichgewichts die Wechselwirkung mit
Materie, die hier in Form eines Hohlraums mit der Temperatur T vorhanden ist. Anderseits
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darf diese Wechselwirkung nicht zu grofs sein, damit die Beschreibung als ideales Gas giiltig
bleibt.

Da das Photonengas sein Gleichgewicht durch Absorbtion und Emission von Photonen auf
der Oberflache des Hohlraums einstellt, ist deren Anzahl N keine Erhaltungsgrofie. N muf3
daher aus der Gleichgewichtsbedingung fiir das Gas bestimmt werden. Solche Bedingungen
haben wir in 5.3 untersucht. Betrachten wir die Teilchenzahl bei gegebenen T und V als einen
Parameter, der die Verteilungsfunktion parametrisiert, dann ist die kanonische Verteilung die
mit der kleinsten freien Energie. Notwendige Bedingung hierfiir ist also

d.h. das chemische Potential des Photonengases verschwindet. Wir konnen jetzt F(T, V, Nyin) =
J(T,V,0) berechnen

Der Faktor 2 in der 2. Zeile rithrt von den beiden Polarisationsrichtungen her. Das Integral 1afst
sich iiber partielle Integrationen auswerten

¢ 3
/dx Pln(l—e) = %ln(l —e™)

© 17 x3 t
0—§/dx T 45

Damit erhalten wir fiir die freie Energie des Photonen-Gases

R 8tV 4 ogp
F=—""V—— = T— = —-22T4y
45 (hc)3 45 ;[/53 3¢

Hierbei haben wir die de-Broglie-Wellenldnge fiir relativistische Teilchen )Cﬁ =hc/T (A=
h/p, cp = T) sowie die Stefan-Boltzmannsche Konstante osp

2k4
"B _5,67.10°— =8

[0 = — _—
5B 60H3 2 cm? sec K4
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eingefiihrt. Die (innere) Energie folgt aus

oF
E—F+TS—F—TﬁV——3F

und der Druck aus
oF E F

P="vl=3v = v

1 (9E 16
= =) = ZopT?
vV=y <8T> ¢ 5P

sowie die spezifische Warme

Es ist instruktiv, die Gesamtphotonenzahl N aus der Boseverteilung auszurechnen:

0]

oV a1 8VTS [ x2dx
N:;<na>:h30/dpecl’/T—1: h3¢3 /e"—l
dh. Vo1 .
— = =16m7(3) - —
|4 a3 AﬁB

(¢(3) = 1.2). Der typische Photonenabstand a ist also von der Ordnung a ~ Ag/4, dies ist auch
die einzige Lange im Problem.

Wir leiten als ndchstes die Formel fiir die Energiedichte u(w) der Strahlung im Frequenzinter-
vall w...w + dw her. Hierzu summieren wir iiber alle Zustinde wie am Beginn von Kapitel
6.3 vorgefiihrt, wobei hw < ep < Ii(w + dw) gilt.

u(w)dw = % Y (np) €p

w<ey/h<w+dw

2dw 3 €p
= 5 /d pé(w—sp/h)-ieepﬁ_l

_ 2dw  hw A »
B (3”“’/T—147r c) v

Dies ergibt die Plancksche Strahlungsformel

_h w?
u(w) = 7203 ehw/T _ |

Fiir hw < T folgt hieraus das Rayleigh-Jeans-Gesetz

w2

wihrend fiir iww > T das Wiensche Gesetz folgt

h _
w3e hw/T

w) =T33

Das Maximum von u(w) liegt bei
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U (m)

I

max

Abbildung 6-7: Energiedichte u(w) nach der Planckschen Strahlungsformel

wmax ~ 7T

dies ist das sogenannte Wiensche Verschiebungsgesetz. Bei der Sonne mit einer Oberfldchen-
temperatur von ca. 6000K liegt Amax = 27T¢/Wmax bei etwa Amax ~ 0,48 - 10~%cm, dies ent-
spricht dem griinen Licht, fiir das das menschliche Auge maximal empfindlich ist. Glithlampen
mit einer Temperatur von ca. 2000K besitzen ein Amax ~ 1,46 - 10~%cm, das im Infrarotbereich
liegt. Es ist zu bemerken, dafs obwohl Photonen Bosonen sind, keine Bosekondensation auf-

tritt, die Teilchenzahl verschwindet mit T — 0 einfach. Ahnliches gilt fiir Quasiteilchen wie
Phononen, Magnonen, etc..

Wir wollen noch eine interessante Anwendung der Planckschen Strahlungsformel, ndmlich ih-
re Anwendung bei der kosmischen Hintergrundstrahlung betrachten. In der Frithphase des
Universums waren Strahlung und Materie, die in Form ionisierter Molekiile vorlag, im Gleich-
gewicht. Diese Materie spielte gewissermaflen die Rolle des Hohlraums. Da die Zahl der
Photonen zu dieser Zeit etwa 10'” mal groler war als die der Elementarteilchen nennt man die-
sen Zustand strahlungsdominiert. Die Planksche Strahlungsformel galt natiirlich auch bereits
zu diesem Zeitpunkt fy, bei dem die Temperatur den Wert T'(ty) hatte. Durch die Expansion des
Universums in der Folgezeit nahmen die Materie- und die Massendichte ab. Die Expansion des
Weltalls 148t sich tiber den kosmischen Skalenfaktor R(t) ausdriicken, der bei positiver (k = 1)
Kriimmung K(t) = k/R?(T) mit dem Weltradius identifiziert werden kann (k = 0 entspricht
dem flachen Raum, k = —1 der negativen Kriimmung). Die Materiedichte nimmt daher wie
r~3(t) ab, die Strahlungsdichte aber wie r*(t), wobei wir 7(t) = R(t)/R(to) eingefiihrt haben.
Der Abfall der Materiedichte ist evident, der der Strahlungsdichte folgt aus der Reduktion der
Energie der Photonen (sie werden langwelliger) w(t) = w(to)/r(t).

Die mit der Expansion einhergehende Abkiihlung (T(t) ~ T(to)/r(t)) fiithrt schlieflich zur
Rekombination der Ionen, damit wird aber das Strahlungsfeld weitgehend von der Materie
abgekoppelt. Bei der weiteren Expansion bleibt also die Zahl der Photonen erhalten (die Zahl
der Photonen war 10° mal grofer als die der Ionen). Wir wollen jetzt die Zahl dn,, der Photo-
nen im Intervall w < &, /% < w + dw als Funktion der Zeit betrachten. Sei deren Zahl zur Zeit
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u(w)dw  V(ty) ,
dne, = V(to) o - oY Yhem g
Betrachten wir jetzt deren Zahl zu einem spéteren Zeitpunkt t > fo im Frequenzintervall
w'...w' +dw', wobei w' = w/r(t) die durch Expansion verringerte Frequenz ist. Dann gilt

wegen der Erhaltung der Photonen und V() = V (t9)r3(¢)
1 (W'r(t)?d(w'r(t)) V(H)r3(t)
32 ehw'r(t)/T(t) — 1

1 (w')2da’ V(1)
B2 /T _q

dngy(tg) = dny(t) =

d.h. die heutige Verteilung des Gases (das nicht mehr mit Materie wechselwirkt und daher
an sich nicht im Gleichgewicht ist und daher auch nicht der Planckschen Strahlungsformel
gehorchen miifste) ist durch die Plancksche Strahlungsformel bei der Temperatur

T = T(t) = T(to)/r(t)

gegeben. Das ist ein erstaunliches Resultat, das 1965 von Penzias und Wilson durch Messung
der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung experimentell bestdtigt wurde. Mit tp ~ 2 -
107° Jahre fiir den Zeitpunkt kurz vor der Rekombination und t ~ 10! Jahre sowie r(t) ~ 700
sowie T’ ~ 2,7K erhélt man T(tp) ~ 1900K, vollstindige Ionisation von Wasserstoff tritt z.B.
bei 4000K auf, so da8 die richtige GroSenordnung mit T(fy) erreicht ist. Die Anisotropie in
der Mikrowellenhintergrundstrahlung erlaubt die Bestimmung der Geschwindigkeit der Erde
relativ zum kosmischen Gas.

6.6 Freie Fermionen bei tiefen Temperaturen

Bei hohen Temperaturen, d.h kleinen Ag, verhalten sich freie Fermionen wie ein ideales Gas.
Wir betrachten deshalb hier den Fall tiefer Temperaturen Az > a. Die mittlere Besetzungszahl
eines Zustands |«) ist durch die Fermi-Dirac-Verteilung gegeben

() = ——

e%(Ea’_H) +1 )
Fiur T — 0 wird (n,) = 0(u — E,), d.h. alle Zustédnde bis zur Fermikante e = y(T = 0) werden
aufgefiillt. Bei endlichen Temperaturen kommt es zur Aufweichung der Fermikant.

Wir wollen im Weiteren die Effekte, die hieraus fiir die thermodynamischen Gréfien entstehen,
untersuchen. Wir fithren zunichst die Einteilchenzustandsdichte & (”) ein. Sei Np(¢)de die
Zahl der Einteilchenzustdnde zwischen den Energien € und ¢ + de. Dann gilt fiir freie Fermio-
nen im nichtrelativistischen Limes E, = p?/2m

2=2me

\% 1%
Np(e)de = — / d®p = Z4np*d
ple)de = 73 p=ggirrdr|
s<EP<£+de

oder
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Bei gegebenen N folgt das chemische Potential y aus

1 T 1
N;mn:Z@M@ﬁﬂm4l=l

Bei T = 0 gibt dies

1 (33N r 3\ 1/3
FT om <47m3> N (2ma2> <47r> ,a=(V/N)

Zur Auswertung dieser und dhnlicher Formeln ist es niitzlich, die Differenz
1/ M/T 11) —0(u —¢)

fiir tiefe Temperaturen zu entwickeln (die sogenannte Sommerfeldentwicklung). Hierzu be-
trachten wir fiir eine beliebige Funktion f(e) das Integral

1:7m1@<&wg+{ww—o)

Mit ¢ = y + x wird (wir ersetzen dann noch x = —x’ im 1. Term, so dass sich beide Integrale
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von 0 bis oo erstrecken)

_ fp+x) = f(u— - 2f2k Y (u )/ x21
B O/dx eX/T +1 ; (2k —1)! dxex/T+1

= 2) (k) fF V()T
k=1

-2 in(Zk)TZk / de (i — &) FV(¢)

k=1

n(2k) = (1 - 2(1_2")) -C(2k); n(2) = 7{—22, n(4) = 720, ... Nach (2k — 1)-facher partieller Inte-
gration [ded(u —e)f%*1 = [ded® 1V (u — &) f(e) erhélt man die Sommerfeldentwicklung

e 2 Y (@R T
Y (h—2)+ k:Zln( ) (1 —e)

Q

O(p—e) + 722T25/(y —¢e) +0(T*)

Wir wollen jetzt die Sommerfeldentwicklung benutzen, um das chemische Potential bei tiefen
Temperaturen auszurechnen. Es gilt wegen der Erhaltung der Teilchenzahl bei Temperatur-
erhhung

[oe]

0 = /dsp(s) [m —9(81:—8)]
0

[oe]

~ O/ds p(e) [9(;{ —¢e)—0(ep —e) + ngTz(S’(y — e)]

2 2
= [ dople) + T2 () ~ (e exdper) + p'er) |50 - es o

und damit
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Fiir nichtrelativistische Fermionen gilt p’(¢r) /p(er) = 1/ (2¢r)

W(T) = e (1—75(;)2”@))

D.h. der kleine Parameter der Entwicklung ist T2/ £2F ~ 10~ fiir Elektronen bei Zimmertempe-
ratur. Analog 148t sich die spezifische Warme berechnen (Ubungen), dabei erhilt man

C T
WV = ?p(sp)T +0(T°)

Dies gibt fiir freie nichtrelativistische Fermionen

v _* (L T
N2 <8F> o)

d.h. die Warmekapazitit pro Teilchen ist gegeniiber dem klassischen Resultat um einen Faktor
T /er reduziert, da nur Zustdande in der T-Umgebung von ¢F fiir Cy eine Rolle spielen.

Aus der Gibbs-Duhem-Beziehung —] = p Vund p V = 2/3 E (s. 6.7) folgt fiir T — 0

e 2 2/3
14 32250 3 223" (N
E=N0/dsep<e>=h32n<2m>/5ep/ = el (V)N

p:

5/3
1(67_[2)2/3FL2 N _ 2N
5 m\V

d.h. der Druck ist bei tiefen Temperaturen unabhédngig von der Temperatur, wihrend er beim
klassischen bzw. beim Bosegas bei T — 0 verschwindet. (Wir haben hier spinlose Fermionen
betrachtet, d.h. die Zustande waren nicht entartet.)

6.7 Zusammenfassung der Resultate fiir ideale Quantengase

Ziel dieses Abschnitts ist, die wesentlichen Resultate fiir ideale Quantengase noch einmal mit
einfachen Argumenten zu reproduzieren. Da wir die Gase im thermodynamischen Limes N, V' —
, % = v = a®> = const betrachten, kénnen alle intensiven Gréfen nur von v abhédngen, nicht

aber von V oder N.

oo

Wir beginnen mit dem klassischen Fall. Da die Teilchen als punktférmig und nicht wechselwir-
kend angenommen werden (mit Ausnahme instantaner Stéf3e, die zum Erreichen des Gleich-
gewichts notig sind), ist die einzige auftretende Lange a und die einzige Energie T.
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Fiir die weitere Diskussion miissen wir zwischen nicht-relativistischen und ultrarelativisti-
schen Teilchen unterscheiden. Beginnen wir mit der relativistischen Beziehung zwischen Ener-
gie Ep und Impuls p

Ep = c(m?c? + p?)V/2,
dann folgt im nicht-relativistischen Grenzfall

m2c? > p2
2

2 2
2 P _. o>, P P
Ep = mc 1+—202~mc +—2 <1+O(2C2)> .

Die Ruheenergie mc? kénnen wir in der Kombination

| S S

E, — u ~ mc? = — —
pH mc+2m # 2m

in das chemische Potential absorbieren. Die zusétzliche physikalische Grofe, die in die Theorie

eingeht, ist die Masse m.

Im ultra-relativistischen Grenzfall
m?c® < p*, ep ~clp|

ist dagegen die Geschwindigkeit c die zusatzliche physikalische Grofle.

Zusammenfassend konnen wir beide Grenzfille durch den Exponenten v charakterisieren, der
aus der Beziehung
_ Odlngp,

YT omnlp|

2, im nicht-relativ. Grenzfall
1, im ultra-relativ. Grenzfall

folgt.

Wir suchen zunéchst die klassische thermische Zustandsgleichung aus einer Dimensionsana-
lyse. Die Dimension des Drucks p ist durch

] = Kraft _MLt*Z_ M
| Fliche|  L[4-1 — f2[d-2

gegeben.

Fiir nicht-relativistische Teilchen muss sich der Druck aus den drei in die Theorie eingehen-
den Parametern m, T und a ergeben. Mit [m] = M, [T] = ML?* 2 und [a] = L folgt aus dem
Ansatz

p ~ m*TPaY

durch Vergleich der Dimensionena = 0, p =1, v = —d und damit

T 1%
p:const-a—d, ad:vzﬁ. (6.3)

Dies ist in der Tat die gesuchte Beziehung, wenn wir const = 1 setzen.
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Fiir ultra-relativistische Teilchen geht statt m die Geschwindigkeit ¢ ein. Der Ansatz
p ~ c*TPa"

liefert jetzt « = 0, B = 1, v = —d und damit wieder (6.3). Allerdings ist wegen der Paarerzeu-
gung die Teilchenzahl nicht mehr fest und deshalb a nicht vorgegeben. In diesem Fall sind a
und damit der Druck p rein klassisch nicht mehr bestimmt.

Wir kommen jetzt zum Quantenfall. In diesem tritt /1 als neuer Parameter auf, dieser hat die
Dimension

_ MIL?

Tt

Die thermische Zustandsgleichung (6.3) wird jetzt eine Abdnderung erfahren. Es ist klar, dass
i in einer dimensionslosen Kombination mit den Parameter der klassischen Theorie eingehen
muss, da die rechte Seite von (6.3) bereits die korrekte Dimension hat.

[7]

Fiir nicht-relativistischen Fall ist diese durch

at+p12p+y
(1] = [m*TPa"] = Mtzﬁ’ ie a=p=1/2, vy=1
und damit die Kombination W R % gegeben. Es ist zweckmafiger, hiervon das Quadrat
hZ
X = 5. Zu betrachten.

Fiir den ultra-relativistischen Fall ist dagegen mit

MBI a+2B+y

) = [ TPa") = *

, e —a=B=9=1
die dimensionslose Grofie fic/aT = ;\/3 /a.Agbzw. }1/5 sind die thermischen de Broglie-Wellenldngen
im nicht-relativistischen bzw. ultra-relativistischen Limes. Zwischen beiden besteht die Bezie-
hung
o heh o
2 ~N — = —— = .
AﬁNmT T mc Ap - Ae
Ae = h/mc ist die Comptonwellenldnge der Teilchen mit Masse M.

Zusammengefasst gilt daher fiir die gesuchte dimensionslose Kombination

2
12/ (2ma®T) = 0.15 TS /T = 033 e5 /T = 1/ (47) (%) . v=2
x=¢p/T = Ap=h/2mmT

chi/(aT) = (1/27)(Ag/a) = 0.26(&r/T) Ag=ch/T , wv=1

Die numerischen Koeffizienten gelten fiir 4 = 3 Dimensionen. Die Fermienergie ér = cpr im
ultrarelativistischen Fall folgt analog zum nichtrelativistischen Fall aus

pr - <d
_ 1 _ (2 d-1q, _ (22" Sa
1_N;<n”>_(h) Sdo/p dp_(hc) d’
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dies gibt fird =3  &r = 0.62(hc/a).

Wie aus der Beziehung fiir die dimensionslose Grofie x zu sehen ist, kann diese auch als das
Verhiltnis e, /T mit |p| ~ 11/ a gelesen werden. 71/ a ist der typische Impuls, den ein Teilchen auf
Grund der quantenmechanischen Unbestimmtheit des Ortes in einem Gebiet mit der linearen
Ausdehnung a hat. Auch hierfiir lassen sich wieder die Grenzfille

(@) mc > p =~ % oder a > % = A; (Compton Wellenldnge des entsprechenden Teilchens)
— €p ~ - (v = 2, nicht-relativistisch)

(b) mec < p ~ % odera < A — ¢p~cp (v=1,ultrarelativistisch)

unterscheiden.

Die verschiedenen Fille konnen im folgenden Diagramm zusammengefasst werden.
T\

hS

p= ==
P= G

1Y eal S

m3/275/2

r= I

Bosonen Ae = a= (V/N)l/:;

Abbildung 6-9: Phasendiagram des idealen Bosegases. Oberhalb der Temperatur T = mc? ist

der mittlere Teilchenabstand durch die relativistische de Broglie Wellenlédnge gegeben.

AY
T A
A
.
T4
S
P= =37
NN
~
N
S
mc? Bk L gy
LY
he [N
D= —7 1

L h N » T
' < a3
! 5
1 72BN
1 = —= ~ ~
1 ma® Seol
1

h .
. = — r\1/3
Fermionen Ae = . a=(V/N)

Abbildung 6-10: Phasendiagram des idealen Fermigases.
Die thermische Zustandsgleichung kann dann in die Form
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op _ pV _
T_W_f(x)

gebracht werden. Bei x — 0, d.h. hohen Temperaturen, sollte f(x) — 1 gehen, damit die klassi-
sche Zustandsgleichung wieder hergestellt wird. Fiir ¢;,/, < T oder kleinen Teilchendichten
sollte eine Storungstheorie in Form einer Dichteentwicklung anwendbar sein, wir erhalten
aufgrund des Pauliprinzips Druckerhhung bei den Fermionen und Druckabsenkung bei den

Bosonen. Dies bedeutet (x*/V ~ a=% ~ v~1)
rv _ 4/v Fermi
NT_lj:cvdx " Bose <1

Die Vorzeichen (+ fiir Fermionen, - fiir Bosonen) kann man sich wie folgt plausibel machen:
Hierzu betrachten wir 2 Teilchen, die nur die Zustidnde |a) und |B) einnehmen konnen. Bei
Temperaturen T >> |e, — €g| ist jedes Teilchen gleichwahrscheinlich in den Zustédnden |«) und
|B). In der klassischen Physik ist die Wahrscheinlichkeit, da beide Teilchen im Zustand |a)
bzw. |B) sind, jeweils (1/2) - (1/2) = 1/4. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen in |«) und
ein Teilchen in |B) ist,ist2- (1/2) - (1/2) = 1/2. In der Quantenphysik existieren bei Bosonen
nur noch die drei Zustdande

)y |a)y,  [B)y1B), und %(|“>1 1B)y + 1B)1 1a)2),

die jeweils die Wahrscheinlichkeit 1/3 haben. D.h., die Wahrscheinlichkeit, daf} 2 Teilchen im
gleichen Zustand |«) sind, ist im Bosefall (1/3) grofer als im klassischen Fall (1/4). Mit anderen
Worten, die Quantenmechanik erleichtert die Doppelbesetzung von Zustdnden, was sich in
einer Druckreduktion gegeniiber dem klassischen Fall ausdriicken muf.

Im Fermifall ist nur der Zustand (1/2)(|a), |B), — |B); |&),) moglich, Doppelsetzung von Zustinden
ist ausgeschlossen und damit sollte der Druck ansteigen. Bei grofien Teilchendichten wird der

Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen gravierender. Bei Fermionen reicht das Pau-
liprinzip allein aus, einen Druck zu erzeugen. p wird deshalb bei tiefen Temperaturen un-
abhingig von T. Dies bedeutet, dal mit f(x) ~ x°, pV = NTx® ~ T? oder s = 1 gilt, d.h.

— G 2 —(24d)/d _
24 (H°/m)o er/v v Fermi, x> 1
d

4 cho~(H)/d g /g ,

oder interpoliert

hc Ac
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d.h. bei hohen Dichten ist bei Fermionen gegeniiber der Zustandsgleichung der idealen Gase
T durch er zu ersetzen (vergleiche LLV, (57.7), (106.6) bzw. (61.4) und (106.7)).

Erhoht man den Druck und nimmt Annihilationsprozesse hinzu, dann 148t sich tiber fic/p =
Ay eine weitere Linge einfiihren, die dann das nunmehr unbestimmte a als einzige verbliebene

Linge ersetzt (wir betrachten T — 0). Dies ergibt aus p = ch/al*+1):

_ ch B ‘ud—&-l

P AL = (he)d

(siehe LLV, (106.5)).

Bei Bosonen sollte im Falle hoher Dichten wegen der Bosekondensation der Druck nicht mehr
vom Volumen abhingen, d.h. mit f(x) ~ x°, p = NTV~!'x® ~ V% oder s = —d/v. Tatséchlich,
entweder verschwinden die Teilchen im Kondensat, das selbst kein Volumen einnimmt (bei
Erhaltung der Teilchenzahl) oder sie verschwinden ganz einfach aus den System (wenn die
Teilchenzahl nicht erhalten ist). Auf dieser Weise folgt

_ éZ,d (Zm/hZ)d/Z T(d-‘rZ)/z ~ )\‘EdT , V= 2 Bose x> 1
d

= 61a T/ (eh)? ~ AT , v=1

oder interpoliert

= a/2
M+M)

C

3 —d
p~ TAg <

Mit anderen Worten, bei Bosonen ist bei hohen Dichten gegentiber der Zustandsgleichung der
idealen Gase das spezifische Volumen v durch A% bzw. )\g zu ersetzen.

Wir kénnen die Funktion f(x) = vp/T graphisch als Funktion von x darstellen Die Konstanten

£ (%)

Fermi

Bose

f X/ 1+x

Abbildung 6-11: f(x) tiber x/ (1 + x)
c lassen sich natiirlich nur iiber eine direkte Berechnung bestimmen.
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Ist die thermische Zustandsgleichung bekannt, dann 14f3t sich auch leicht die innere Energie E
bestimmen, denn es gilt

pV = NTf(x) = gE

Der Beweis dieser Beziehung ist elementar (p?~!dp = Jdp?):

pV =—] = iTZln(lie—<Ev—ﬂ>/T)
p
14 - —(Ep—p
- j:TWSd/pd Un (14 E0/T)dp
- 1 ~E-/T\ ! (g Ep-m)/ T OFp
- qchdsd/dpdp (1 e Em/T) - (FeBmn) ap
Mit p%Er, = vE, folgt

_ vV [ E-w)/T 1) " _V
pV = Jni / d"pE, (e( p/T 4 1) = EE q.e.d.
Abschlieflend betrachten wir einige wichtige reale Systeme, um zu entscheiden, welchen be-
trachteten Fillen diese zuzurechnen sind. Wir beginnen mit nichtrelativistischen Systemen

(a) Elektronen im Festkorper: Fermionen, a ~ 3 - 10 8m > A./2m~4-107 1 em, e =~
4.5-10* K, bei Temperaturen unterhalb der Schmelztemperatur ist man praktisch im Tief-
temperaturlimes. (bei sogenannten “schweren Fermionen” mit effektiven Massen m* =~
(10% — 10%)m, kommt man auf Fermienergien e ~ 10 — 10> K, in diesem Fall kann T > ¢f
realisiert sein).

(b) Neutronen im Neutronenstern: Fermionen, a2 ~ 5-10" B cm > A./27r ~2-107%cm, er =~
0.9 - 10'° K bei typischen Sterntemperaturen von T ~ 10°...10” K, d.h. auch hier liegt der
“Tieftemperaturlimes” vor.

(c) Fliissiges Helium He*: Bosonen, a ~ 3.6-108%m > A. =~ (1/2) 10 "cm,

T5>®) ~ 2 8 K, reale Phaseniibergangstemperatur T, = 2.17 K

Der relativistische Fall ist

(a) bei allen masselosen (Quasi-) Teilchen mit linearem Spektrum (Photonen, akustische
Phononen, Magnonen in Antiferromagneten) gegeben, wobei bei Phononen und Magno-
nen die entsprechende Schallgeschwindigkeit statt der Lichtgescheindigkeit ¢ einzuset-
zen ist.

(b) Elektronen in “weifen” Zwergsternen: Fermionen, a = 5 - 107 em ~ A /27, e &
36-10°K > T~ 10*K
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6.8 Aufgaben

1. Aufgabe: Ideales Fermigas

Ein Gas von Fermionen befinde sich in einem Kasten mit Volumen L3. Bekannterweise sind die Einteilchenzustinde
(bei periodischen Randbedingungen) durch Wellenvektoren k = (277/L)z mit Quantenzahlen z € IN® gegeben. Die
zugehorigen Einteilchenenergien lauten €, = 7*k2/2m. Die Besetzungszahl n, = 0,1 gibt an, wieviele Fermio-
nen sich in dem Einteilchenzustand z befinden. Ein Mikrozustand {n} hat die Teilchenzahl N({n}) = Y, n, und

Energie E({n}) = ¥, nz€;.

(a) Berechnen Sie die grofSkanonische Zustandssumme

Z(V,B,u) = E e~ BE{nH)+BuN({n})
{n}

und das entsprechende Potential Q(V, 8, 1) = —B ' InZ(V,B, ). Im Limes grofer Volumina konnen Sie

Y. — % [ @3k ersetzen. Begriindung?

(b) Bestimmen Sie aus () die mittlere Teilchenzahl (N) = [%*18% InZ = —%Q, die mittlere Energie (E) =

u(N) — % In Z und die Entropie S = +((E) — Q — u(N)).
(c) Uberpriifen Sie, dal dieses Ergebnis im Limes y — —oo mit dem klassischen Resultat iibereinstimmt. Erin-

nern Sie sich zum Vergleich an Aufgabe 14, mit deren Hilfe Sie die klassische Entropie durch die Temperatur

und das chemische Potential ausdriicken kénnen.

2. Aufgabe: Zweiatomige Molekiile

Die kanonische Zustandssumme eines idealen Gases aus N zweiatomigen, heteronuklearen Molekiilen (

ist ndherungsweise ein Produkt

1 N
Z = ﬁ [Ztranszrotzvib]

Hierbei bedeuten zirans, Zrot bzw. zyj, die Beitrdge der Translations-, Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade

eines Molekiils.

(a) Bestimmen Sie z;ot und zyj, mit den Rotations- und Vibrationsenergien

2
: 1
rot _ (g = . Vlb: — =
€ —21](]—1—1), ji=0,12,...; € hw(2+n), n=0,1,2,....
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Hinweis: Verwenden Sie die charakteristischen Temperaturen ®rot = W2/ 2Ikp und Oy, = hw/kg. Achten

Sie bei der Berechnung von zrot auf die (2j 4 1)-fache Entartung der Rotationsniveaus.

(b) Bestimmen Sie fiir niedrige und hohe Temperaturen im Vergleich zu @yt und ©O,;, die Beitrdge der Mo-
lekiilrotationen und -schwingungen zur freien Energie f(T) und spezifischen Warme C(T) = Tg—% je Mo-
lekiil. Skizzieren Sie CV®(T) und C™!(T). Hinweis: Ersetzen Sie méglicherweise bei hohen Temperaturen

Summen durch Integrale! (Begriindung!)

(c) Wie lautet zyot fiir homonukleare Molekiile ( )?

3. Aufgabe: Spezifische Warme des Festkorpers

Wir betrachten das einfachste Modell, das sogenannte Debye Modell, das den Beitrag von Gitterschwingungen zur
spezifischen Warme eines Festkorpers beschreibt. In diesem Modell kénnen solche Schwingungsanregungen als
sogenannte Phononen (die der Bose-Statistik gehorchen) mit Impuls 7 und Energie ¢;(§) = c;|J| aufgefait werden,
wobei ¢; eine Schallgeschwindigkeit ist. In einem isotropen Festkorper gibt es zu jedem Impuls eine longitudinale
Phononenmode (mit Schallgeschwindigkeit c;) und zwei transversale Moden (jeweils mit Schallgeschwindigkeit
ct). Der Phononenimpuls ist durch die Gitterkonstante 4 nach oben beschrinkt: |§| < h/a. Die Hamiltonfunktion

lautet dann: H = }; ¥ 5 €;(P)

Finden Sie die Temperaturabhingigkeit des Phononenbeitrags zur spezifischen Warme Cy im Limes niedriger
(T <« Tp) und hoher (T > Tp) Temperaturen. Hierbei ist Tp = hc/akp die Debye Temperatur zur mittleren

Schallgeschwindigkeit 3¢ 3 = Cl_3 +2c; 3,

4.Aufgabe: Entropie eines Fermigases fiir tiefe Temperaturen

Berechnen Sie fiir das ideale Fermigas die Entropie im Grenzfall niedriger Temperaturen. Vergleichen Sie Ihr Ergeb-

nis mit dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik.

5. Aufgabe: Entropie des idealen Bosegases

Berechnen Sie die Entropie S des idealen Bosegases sowie die spezifische Warme C, oberhalb und unterhalb des
Punktes der Bosekondensation, sowie die isotherme Kompressibilitit als Funktion des spezifischen Volumens v =
V/N in der Nihe von v, v — v, < vc. v,(T) ist der kritische Wert von v, bei dem die Bosekondensation einsetzt

(ve = A3./07(3/2)).
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Wenn Sie richtig gerechnet haben, ist S am Kondensationdpunkt stetig und verschwindet beiv = 0bzw. T = 0. C,
zeigt einen Sprung in der ersten 1.Ableitung und xr divergiert. Betrachtet man daher die Region v < v, als neue
Phase (und nicht als Mischphase von Kondensat und Gas in angeregten Zustianden), dann ist die Bosekondensation

ein Phasentibergang 2.0rdnung.

Betrachtet man dagegen nur den Zustand als neue Phase, in dem alle Teilchen im Kondensat sind, (wegen des feh-
lenden Repulsion entspricht dieser Zustand nur dem spezifischem Volumen v = 0), dann ist die Bosekondensation
fiir alle Isothermen ein Phasentibergang 1.Ordnunug. Zeigen Sie, daf8 die Formel fiir den Druck des Bosegases mit
endlichem Kondensatanteil P(T) = (¢¢(5/2)/1)(2rrm)3/2(kT)5/2 an T, (v) die Clausius-Clapeyronsche Gleichung

erftillt.

Hinweis: g3/5(z)/g3/2(1) & 1 —1.36v/1—z+ O(1 — z), wobei g4(z) = Y50y n~z".

bf 6. Aufgabe: Virialsatz und Adiabaten der idealen Quantengase

In dieser Aufgabe werden einige Eigenschaften der idealen Quantengase behandelt, die unabhingig davon gelten,

ob es sich um Bosonen oder Fermionen handelt.

(a) Zeigen Sie, dafs aus dem grofikanonischen Potential und der Inneren Energie idealer Quantengase

1 €5
= pV=5-YIn1+zP%) und E=Y —F
J=-v jFﬁZﬁ: ( ) Zﬁ:z*leﬁeﬁ:tl

die Beziehung pV = 2E folgt, wobei 1/ = kT, €5 = Ap?und z = exp (u/kpT).
Hinweis: Ersetzen Sie die Summation in d Raumdimensionen durch eine Integration gemédf 5 — [dp pi=L

(b) Zeigen Sie, daf die adiabatische Kompressibilitat (d.h. die Kompressibilitdt bei konstanter Entropie) gegeben

ist durch pxg = 1+£/d'

(c) Zeigen Sie, dafs in drei Dimensionen fiir isentropische Zustandsanderungen (d.h. Zustandsédnderungen ohne

Anderung der Entropie) eines idealen Quantengases die folgenden “Adiabatengleichungen” gelten:
_5 3 5
pT~™2 =const., VT2 =const, pV3 = const.

Vergleichen Sie diese mit den klassischen Gleichungen.

7. Aufgabe: Pauli-Paramagnetismus
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Im dufleren Magnetfeld B sind die Einteilchenenergien €, der Leitungselektronen fiir beide Spinrichtungen ¢ =

+1 (parallel oder antiparallel zum Magnetfeld) unterschiedlich:

1 _,
€=, P oupB.
G
mc

UB = p,..- ist das Bohr’sche Magneton. Fiir die beiden Spineinstellungen ergeben sich damit unterschiedliche Beset-

zungszahlen <nj , > bei gleichem chemischen Potential p.

Magnetisierung und Suszeptibilitit sind definiert durch

. oM
M=pg- (< Ny >—<N->) mit Ny=) nj,, X:)((T,B):ﬁ .
7 TN

(a) Man zeige: x(T,0) = Nu3 [ dep’(e)n(e). Die Grofen der rechten Seite beziehen sich auf den Fall B = 0
und sind aus der Vorlesung bekannt. p(¢) ist die Einteilchen-Zustandsdichte, n(e) die Fermifunktion zum

chemischen Potential y.

(b) Entwickeln Sie mit der in der Vorlesung angegebenen Methode x(T,0) bis zur Ordnung T? einschlie-

lich. Die Gesamtteilchenzahl N ist dabei vorgegeben, d.h. es ist auch die Temperaturabhdngigkeit von u

2

zu berticksichtigen. Gewinnen Sie ein explizites Ergebnis fiir den Fall e = o
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Kapitel 7

Wechselwirkende Systeme

7.1 Cluster- und Virial-Entwicklung fiir ein klassisches Gas

Bei der Untersuchung idealer klassischer und Quantengase traten bisher zwei fundamentale
Langenskalen, namlich der mittlere Teilchenabstand a = (V/N)'/3 und die de Broglie-Lange
Ag = h/ (27TmT)1/ 2 auf. Diesen entsprechen die zwei fundamentalen Energieskalen T und
T(Ag/a)? = 27h?/(2ma?) ~ TP, ep. Wir betrachten jetzt zusitzlich eine Wechselwirkung
zwischen den Gasmolekiilen
H="Ho+ Y UF—7).
i<j

Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daf} die Wechselwirkungs-Energie nur vom Ab-
stand abhéngt, z.B.

o . 1 < rg (hard core)
U@ =U(|r]))=Ur) =< ULT : r>rg
0 Lr>r

Die Theorie des wechselwirkenden System enthdlt offenbar zwei neue Parameter o, Uy von
denen wir annehmen, dafs Uy /T < 1, d.h. das System soll nur schwach wechselwirken. Zusétz-
lich wollen wir uns im Weiteren auf den Fall beschrianken, bei dem

)\/g<<1’0<<tl

gilt, d.h. wir konnen die Quantennatur der Objekte vernachldssigen, miissen jedoch die Wech-
selwirkung berticksichtigen. Ausgangspunkt der Untersuchung ist die grof(kanonische Zu-
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U@

\\fij =(I r - 1'j I=1)

T

Abbildung 7-1: Wechselwirkungspotential der Gasmolekiile

standssumme

ZE@(T,V,u) = Z Nl/hSN PR N)—4N)

N
201 z
= — =] Q(T,V,N), z=ePH.
L (A%)

Letzteres Resultat bekommen wir nach Integration tiber py,...,p r = P1,..., PN (vergleiche
S.77). Was bleibt ist die Berechnung des Konfigurationsintegrals

g PEUET
Q(T,V,N)= [ &’ry...d°rne :

Zur Berechnung von Q(T, V, N) benutzen wir die Cluster-Entwicklung von Ursell und Mayer
(1939), die eine systematische Stérungsentwicklung bis zu beliebig hoher Ordnung darstellt.
Hierzu schreiben wir exp (—BU;;) = fij + 1, wobei wir als Abkiirzung U(7; — 7;) = U;; benutzt
haben. Das Konfigurationsintegral 1afit sich dann in der Form (bemerke: fiir fU — 0 geht
f—=0:

Q(T,V,N)

z<]

= /d3r1 rN 14 (fiz + fiz3--- fn-1,N)

(f12f13—|—...) —|—]

darstellen. Grafisch kann man die Summe wie folgt veranschaulichen: jedem Molekiil wird ein
Punkt i zugeordnet, jedem Faktor f;; eine Verbindungslinie zwischen den Punkten i und j. Ins-
gesamt gibt es 2N(N~1/2 Symmanden. Jede Verbindung reprasentiert den Ausdruck | d(r; —
rj)fij, da der Integrand nur von 7; — 7; abhdngt, d.h. wir schlieen die Integration mit in die

graphische Darstellung ein.

Zusammenhingende Teile eines Graphen nennt man Cluster, Beitrdge verschiedener Cluster
multiplizieren sich einfach, da sie keine gemeinsamen Integrationsvariablen haben, d.h. der
Beitrag jedes Graphen faktorisiert in Beitrdge von Clustern. Offenbar sind die Beitrdge von
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1) 2) 3) (4) (5) (6) @) ®)

Abbildung 7-2: Grafische Darstellung des Konfigurationsintegrals im Fall N = 3. Q(T, V,3) =

1+ fi2 + fo3 + fa1 + fiafoz + fiafar + fasfa1 + fiaf2zfa

topologisch dquivalenten Clustern zu Q gleich. Im obigen Beispiel fiir N = 3 sind dies jeweils
die Beitrdge der Diagramme (1), (2)—-(4), (5)-(7) und (8). Wir betrachten deshalb im weiteren
nur topologisch verschiedene Cluster. Die kleinsten topologisch verschiedenen Cluster sind
in Bild 7.3 dargestellt. Numeriere der Index a topologisch verschiedene Cluster und enthalte

S VAN

M (@)

Abbildung 7-3: Topologisch verschiedene Cluster bis N = 3.

der a-te Cluster [, (I, = 1,2,...) Punkte sowie ein N-Punkte-Graph den a-ten Cluster m, mal
(my=0,1,2,...), dann gilt

;lama:N.
I X

Abbildung 7-4: Topologisch dquivalente Graphen mit N =41, =2, mp =2

Um die Anzahl der topologisch dquivalenten Graphen zu bestimmen vertausche man zunéchst
alle Teilchen. Dies ergibt N! Moglichkeiten. Damit hat man aber Graphen tiberzihlt: man erhalt
ndmlich denselben N-Teilchen Graphen, wenn man (a) gleiche Cluster vertauscht, dies ergibt
m,! Moglichkeiten und (b) innerhalb eines Clusters gewisse Permutationen durchfiihrt, die
den Cluster in sich iiberfiihren. Dies ergibt Si* Moglichkeiten. S, ist die sogenannte Symme-
triezahl, das ist die Ordnung der Symmetriegruppe des Clusters. Wir summieren deshalb nun
nicht mehr iiber alle Graphen, sondern nur noch iiber alle topologisch verschiedenen Graphen

mit dem Vorfaktor
N!

HSZZZD( * mtx! '
o
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Das Konfigurationsintegral laf3t sich damit in der Form

/ N! ! N!
QT,V,N) =Y — T = ¥ =[]
( ) Z |“| Swmg! L, Ca {E |{X| Swmg! L, Cu

My}

schreiben, wobei ¥ die Summe iiber die topologisch indquivalenten Graphen mit ) l,m, = N
o

bedeutet. Die niedrigsten Clusterintegrale c; sind wie folgt definiert

1= /d3r =V
Cz:V/d3712f(Vlz)z fiz = f(Jr1 — 12|)
o3 = /d3r1d3r2d3r3 FIr = ra)f(lr2 —73))

Cq = /d31’1d37’2d31’3 f12f23f31 etc..

Die Integration in c; = [ d>r1d°rof (|11 — 12|) ldsst sich wie folgt ausfiihren:
Nach Einfiihrung von Schwerpunkt— und Relativkoordinaten

1
r = —(r1—1)

-5

r = \ﬁ(n +17)

(r% +3=r2+7 2 d.h. die Transformation ist orthogonal) kénnen wir c; in der Form
= [dn [@nfn-nl) = [ [ ()
14 1% 1% v

umschreiben. Die Integrationsvolumen V' und V" ergeben sich aus folgendem Bild (wir be-
trachten nur den 1-dimensionalen Fall, die Dimenssion in d > 1 verlduft entsprechend.) Es gilt

X1

0 < x1, < L. Die Integrationsgrenzen fiir x und x’ ergeben sich aus dem Bild. Wir berticksich-
tigen nun, dass die Integration tiber x von Null verschiedene Beitrdge nur in dem schraffierten

Bereich —mry < x < mr liefert, wobei fiir die Reichweite der Wechselwirkung ry < L gilt,

m ist von der Ordnung Eins. Tatsdchlich: f(r) = e 1 verschwindet fiir |r| > 1, da
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dann U(r) verschwindet. In diesem Fall konnen wir die Integration tiber x von —oo bis +oo

erstrecken, die Integration tiber x’ lduft von 0 bis V2L. Ersetzen wir schliellich x = \%f und

x' = /2%, dxdx’ = d¥ d%¥’, dann erstreckt sich die ¥’ ~Integration von 0... L, damit wird

C A /d3 /d3 V/d3rf 1)) q-ed.

Damit ergibt sich
lymy
7 = ¥ e & st L1 = 5 T Tty
NIEASN o= Sm“m' NZ0 (" Sm“m' A% |

Wir gehen jetzt zur Summe {iber alle topologisch indquivalente Graphen ohne Nebenbedin-
gung tiber (vergleiche Kapitel 6.1):

- H<A> e =TT L {( ﬁ) S] Y ) ers.

{ma} & my =0 "

und erhalten somit

1

Iy

1 z c
= 1nzBY — py = = =] =.
Imphe Ty ﬁ;<Az> 5.

Hierbei wird tiber alle topologisch indquivalenten Cluster—-Graphen summiert.

Wir schreiben nun die Summe {iiber die topologisch verschiedenen Cluster

A
_L_ﬁ_ﬂz oz) _Ca
NT T V& AL ) Savl

in eine Summe tiber alle [-Teilchen—Cluster um:

1
po vz
rY B | =
Tl I(Az)

1 Ci
B, = —pl ! L.
14 i (I=1) Si

C1 \%
— (=)= _ — .72:1
B (V> 5 =1 0= (Abb.7.2:1)

B2:< ) V/d3rf /d3rf (Abb.7.2:2 — 4)
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(~O (,%33,) da f dimensionslos), S, =2=2!

N2\ (1 1
B3 = (W) {2C3 + 6C4} (Abb 72:5— 8)
etc..

Der allgemeine Term B; ist von der Ordnung (ro/a)3( =1,
Unser Ziel ist, die thermische Zustandsgleichung (v = a%) in der Form
3
po Uy 1
P2 (=20 20
T ( T v )
aufzuschreiben, wobei @ sich in einer Potenzreihe in (g) , d.h. in eine Reihe nach der Dichte

p ~ 1/v schreiben ldsst. Hierzu miissen wir das chemische Potential y eliminieren, indem wir
es liber die Teilchenzahl N ausdriicken.
I
vz )
13 7
s

Die Teilchenzahl folgt aus (dy = Tdz/z)
9]
N = =i N) B (
d.h. z bestimmt sich aus (N ist noch in v = V /N enthalten) der folgenden Beziehung:

I

1
1= ;ZBZ (K‘;) . (7.1)

p

Durch Elimination von vz/ A% aus (7.1) erhdlt man eine Entwicklung der Zustandsgleichung
nach Potenzen von r(/a, die sogenannte Virialentwicklung. Zum Beispiel folgt bei Beschrankung

aufl =1, 2:
2 3Z
0Z 0z - 0z 1’0
1=135 +2B, (m) ~ % (“%3) :

p p p p
Mit {5 = x folgt
B

1 1
2
—x——— =0
58, 2B,
1 1 1
X=—— 4 |4~ ~1-2B,, By<1

4B, (4B,)?2 ' 2B,

Die Virialentwicklung lautet dann

V [e9)
= L A(T0).
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A; sind die sogenannten Virialkoeffizienten. Diese sind von der Ordnung (rp/a)3!~1). Es gilt
A1 = 1' Az = —Bz (VOI\ 2 Beitréigen)' A3 = 4B2 — 2B3,‘ A4 = —20B3 + 183233 - 3B4

Haufig wird die Virialentwicklung als Potenzreihenentwicklung in (N/V)A3 geschrleben was
irrefithrend ist.

Wir betrachten jetzt die niedrigste nichttriviale Ordnung der Virialentwicklung

o1 B - _1/ 3
NT_l B, =1 7 d’rf(r)

Zur Berechnung des Integrals nehmen wir eine spezielle Potentialform an

+0c0 r<ro
u —
(r) { —Uy (r7°)6 Cr>1p.

‘ K
U 4+

Abbildung 7-5: Potential U(r)

Sei ferner Uy < T, dann erhalten wir

[ee]

/d3f(r) = 47r/r2dr (e‘u¥) - 1) ~

0

1o

Uy (7 4r U,

-~ 2 . 0 0 N_73 o

~ 47r/rdr( 1)—1—47‘[/ r’dr— (r) 31’0(1 T>
0 7o

und damit die gewiinschte Form der thermischen Zustandsgleichung

R (5 (- 4) %)

Eine kleine Umformung ergibt:

271 ro _ 21t (r0\3\ _ T
”(”*3 uO) = T(1+3 (3) ) N T 3) (e a)

dies ist die Van-der-Waals-Gleichung
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oder

<p+$> (v—-B)=T.

mit A = (2n/3)Uprd, B = (27/3)r3, die wir bereits in Abschnitt 5.5 diskutiert haben. Wir
konnen diese Gleichung auch in der Form

2 Uy 13 2773
1+ 252000 () 7
pv( + 3 pv v)( 3 v

schreiben, in der die Korrekturen zur idealen Gas-Gleichung besonders klar sichtbar werden.

Fiir ryp < a (= v/3) und U, N pv ~ T sind die Korrekturen offenbar klein und die oben
beschriebene Entwicklung ist gerechtfertigt.

7.2 Die Molekularfeldtheorie des Ferromagnetismus

Wir haben bisher nicht bzw. schwach wechselwirkende Systeme untersucht. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir ein System mit starker Wechselwirkung. Solche Systeme sind i.a. nicht
exakt losbar. Die einfachste nichttriviale Naherungsmethode zur Losung von stark wechsel-
wirkenden Systemen ist die Molekularfeld- oder Mean-Field-Theorie, die ihrer Struktur nach
eine selbstkonsistente Theorie ist. Hierbei wird das Gesamtsystem in ein kleines Untersystem
und den Rest aufgeteilt. Die Wechselwirkung zwischen Untersystem und Rest wird durch die
Wirkung eines mittleren Feldes, das durch Mittelung tiber das Restsystem bestimmt wird, be-
schrieben.

Wir betrachten als Beispiel den Ising-Ferromagneten, der durch den Hamiltonian
1
H=—3 Y JijSiS; — Y _ H;S;
ij i

definiert ist. Das magnetische Feld H; enthilt schon das Dipolmoment der Spins, d.h. H; =
upBi, B; ist das wahre Feld. S;, S; sind Ising-Spins (S; = =+1) auf einem Gitter, J;; > 0. Fiir
H; = 0 ist der Grundzustand durch S; = 1 Vi (oder S; = —1 Vi) gegeben, dieser wird bei T = 0
eingenommen und hat die Gesamtmagnetisierung M = Y (S;) /V = £N/V. Bei sehr hohen

1
Temperaturen T > J;; wird der Energieunterschied zwischen der Parallel- und der Antiparal-
lelstellung unbedeutend und das System wird den Zustand maximaler Unordnung (und En-
tropie) einnehmen, dem entspricht M = 0. Dies ist der Fall schwacher Wechselwirkung. Durch

Absenken der Temperatur erreicht man dann den Fall starker Wechselwirkung J; < T.
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In der einfachsten Form der Molekularfeldndherung (MFA) besteht das Untersystem aus ei-
nem einzelnen Spin, entsprechend dem oben gesagten wird H durch den Molekularfeld-Hamiltonian
HME ersetzt
H— HME = — Zsi(Hi + Z]i]' <S]'>) -+ const. .
! ]

Dies kann wie folgt gerechtfertigt werden. Wir zerlegen S; in seinen Mittelwert plus eine Fluk-
tuation 45;
S, = <Si> + 6S;,

wobei wir nur die quadratischen Terme in 6S; im Hamiltonian vernachlédssigen
515y = 51(51) + 5 (51 — (51 (5)) + 65,65

Diese Terme beschreiben simultane Abweichungen 65;, 6S; von den Mittelwerten (S;), (S;)
an verschiedenen Gitterpunkten i und j. Die durch solche Terme beschriebenen Korrelations-
effekte werden in der Molekularfeldndherung also vernachldssigt. Der Hamiltonian in MFA
lautet damit

1
HMEF — 5 2 Jij (S (Sj) = Y HMS;
ij i

mit dem Molekularfeld

H}\/IF:HZ‘—FZL‘]'<S]'>.
]

Im Rahmen der Molekularfeldniherung ersetzen wir also H durch HMF.

Die Berechnung der Zustandssumme ist fiir dieses Ein-Spin—-Problem elementar. Wir erhal-
ten fiir die magnetische freie Enthalpie (diese Bezeichnung liegt nahe, weil hier, dhnlich zur
Situation bei Gasen, die intensive Variable H; (dort p) vorgegeben ist).

g(T,{Hi},{<Si>}) =-TInZ = %ZLJ <Si> <S]'> — Tleln [2C05h [%(H} —|—Z]lj <S]>)}] .
i,j ]

Tatsachlich ist G noch nicht die thermodynamisch korrekte freie Enthalpie, da sie aufler von
den H; von den Parametern (S;) abhidngt. Der Mittelwert (S;) ldsst sich elementar berechnen,
da alle Spins entkoppelt sind:

(5:) = tanh . (H; + Y Jy (7)) (7.2)
]

Diese Gleichung fiir die N Erwartungswerte (S;), i = 1... N, ist selbstkonsistent zu 16sen.

151



Das gleiche Resultat erhédlt man, wenn man das Minimum von G berechnet

0=

aaé? N ;Lj (8i) - ; (tanhll"(Hl - ;]lf <5j>)> Jii -

Nach Multiplikation mit dem Element ], 1 der zu J inversen Matrix J~! und Summation tiber
i folgt die vorangegangene Beziehung zwischen H;, T und den (S;). Die wahre freie Enthal-
pie G(T,{H,}) folgt durch Einsetzen dieses Resultats in G(T,{H,}, {(S;) }). Existieren mehrere
Losungen von (7.2), dann ist die mit dem minimalen Wert von G die physikalisch realisierte.

Der Vollstandigkeit halber berechnen wir noch die freie Energie. Hierzu benutzen wir (7.2)
und driicken H; tiber (S;) aus.

F(T,{(S))}) = G(Tr{Hi})+ZHi<Si>

— _% 3 Jij (Si) (Sj) = TNIn2+ %TZln (1—(S)%) + Y mT arctanh((S;))
1,] 1 1

—% %:]ij (Si) (Sj) —TNIn2+ ;TZZ: ((51-)2 + % (si>4> :

Q

Tatsdchlich hat (7.2) eine tiberraschend grofse Anzahl von (i.a. rdumlich inhomogenen Losun-
gen). Wir wollen aber annehmen, daf$ bei freien Randbedingungen und H; = H, J;; = J(|r; —
rji|) > 0 die minimale freie Energie durch die homogene Losung (S;) = m, Vi gegeben ist (man
kann das zeigen).

Gleichung (7.2) nimmt dann die Form

T 3 5
h—l—?cm:arctanhmmm—l—m?—k%—i—--- (7.3)

an. Hier haben wir h = H/T und T, = }_ J;; eingefiihrt.
j

Wir betrachten zunédchst den Fall & = 0, dann ist m = 0 immer eine Losung von (7.3). Daneben
existieren fiir T < T, zwei weitere Losungen +my, die fiir m << 1 sich in der Form

T,
m3z3<TC—1> , T<T.

schreiben lassen (am einfachsten benutzt man zur Lésung von (7.3) eine grafische Darstellung
bei der man die linke und die rechte Seite iiber m auftragt und die Schnittpunkte der Kurven
diskutiert).

Man tiberzeugt sich tiberdies, dafd m( die Losung ist, die fir T < T, G minimiert: Fiir m = 0
ist G(T,0,0) = —TNIn2 wihrend fiir m < 1
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1 T,
G(T,0,m) = ENTcm2 — TN In2cosh ?Cm

N NT, (T- , NT (T. \*
~ ~TNIn2 - = (T 1>m+12 (Tm)

folgt. Hierbei haben wir

2 4 4 2
X X X X 1
Incoshx~ 2 4+ = — = == —4*
ncosh x 2—1—4' 3 > 12x

benutzt. Einsetzen von mj3 ergibt

T 2
G(T,0) = G(T,0,mg) ~ —TNIn2 — ZTCN <T - 1) < G(T,0,0).

Welche der beiden Losungen mg = £+/3(T; /T — 1) ausgewdhlt wird, hingt von dem Anfangs-
zustand unseres System ab.

Im endlichen Feld 148t sich die Losung m(H) analog aus (7.3) erhalten. Insbesondere folgt fiir
T=T.undh <1

~m3/3

Die magnetische isotherme Suszeptibilitit y = (dm/0h),—o r folgt aus Differentiation von (7.3)
nach m. Wir erhalten

_ T,
X 1%1—%—1—111%.

Fiir T < T, folgt mit my = 0 bzw m3

[ @a-1/T)! , T>T,
X=1 /2(T./T-1)"1 |, T<T.

Durch Differentiation von G(T,0,my) = G(T,0) nach T erhdlt man an T, keinen Entropie-
sprung, wohl aber einen Sprung in der Warmekapazitits.o. Cy = T <g—§)

%G %G 3
ACy—o=-T | — T — ~ 2
Caio (aﬂ)Hﬁ (aTz)H 2N

d.h. der Phaseniibergang ist von 2. Ordnung.
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Wir wollen jetzt noch eine rdaumlich inhomogene Situation untersuchen, indem wir annehmen,
dafl H; vom Gitterplatz abhdangt. Wir entwickeln wieder die rechte Seite von (7.2) fiir kleine A;
und m;. Wir beginnen zunédchst mit dem Fall T > T¢:

1
m; ~ h; + Z]i]‘m]'f
j

Zur Vereinfachung ist es jetzt zweckmaéfiig anzunehmen, dafs

[ = J : i, j néchste Nachbarn
710 sonst

gilt. Weiter schreiben wir explizit m; als m(r;) etc.. Dann erhalten wir
;) = h(r;) + - LY () + m(xy) — m(x)).
]#l
oder mit [z = T, , z = 2d ist die Zahl der ndchsten Nachbarn
e\ _ J
m(r;) | 1— T )= h(r)) + T {m(r; 4+ ae1) + m(r; —ae;) — 2m(x;)+
+ -+ m(ri+aey) + m(r; —aey) — 2m(r;) .}

Wir gehen jetzt zu einer Kontinuumsbeschreibung tiber (r; — r), die Ausdriicke in den ge-
schweiften Klammern lassen sich dann als 2. Ableitungen schreiben

() (1= ) = o) + Latam)

Fir T = T, ist dies gerade die Poissongleichung. Mit i(r) = hé(r) hat diese die Losung

h T

m(r):m]?, 1’>>€l.

Die Beschrankung auf r >> a folgt aus der Benutzung der Kontinuumsnéherung. Fiir T > T,
folgt
_ KT
m(x) = 47ty I
mit ¢2 ~ J/[T(1 — (T./T))]. & ist die sogenannte Korrelationslinge, die an T, divergiert. Re-
gionen mit linearen Ausdehnungen L >> ¢ sind oberhalb von T, nicht korreliert.

Die entsprechende Rechnung unterhalb von T; verlduft dhnlich.

Wir weisen abschlieffend darauf hin, dafd die Resultate der MF-Theorie fiir ein Isingsspinsy-
stem mit unendlicher Reichweite, J;; = J/N Vi, ], exakt werden.
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Die soeben erhaltenen Potenzgesetze lassen sich durch Einfiithrung sogenannter kritischer Ex-
ponenten verallgemeinern. Dazu ist es zweckmiBig, die reduzierte Temperatur 7 = (T —
T.)/ T einzufiihren. Die kritischen Exponenten «, B, -y, J sind dann wie folgt definiert

b= 0 { Cr~ | (amr = 0)

’ mo ~ |T|P (Bmr =1/2)
x~It= , (ymr=1)
~ld™ , (vmr=1/2)

T = TC P mpy ~ h1/5 P (5MF = 3)

Zwischen den kritischen Exponenten lassen sich allein aufgrund thermodynamischer Relatio-
nen Ungleichungen herleiten, die jedoch immer (bis auf pathologische Félle) in ihrem Grenzfall
(d.h. in Form einer Gleichung) erfiillt sind. Zum Beispiel gelten

x+2+y=2
po=p+
vd=2—4d

etc. (Vergleiche Standardwerke zur Theorie der Phaseniibergénge!) Tatsdachlich werden fiir vie-
le magnetische Systeme experimentell sehr dhnliche Werte beobachtet

4
7 ')/exp ~ g 7 5exp ~ 51

Q| =

Kexp ~ 0, ,Bexp ~

die doch erheblich von den oben gefundenen Werten der MF-Theorie abweichen. Aufserdem
hédngen — im Gegensatz zu den MF-Werten — die kritischen Exponenten von der Raumdimen-
sion ab. Onsagers beriithmte exakte Losung des 2—-dimensionalen Isingmodells ergab

1 7
wp =0(log), Pfmw=g, 10=7, obp=15.

Ein weiterer Nachteil der MF-Theorie besteht darin, daf} sie immer einen Phaseniibergang lie-
fert, unabhédngig von der Dimension des Systems. Man kann sich jedoch leicht tiberlegen, dafs
in d = 1 Dimensionen bei allen endlichen Temperaturen keine spontane Magnetisierung auf-
treten kann. Hierzu betrachten wir eine Spinkette mit N Spins. Der Grundzustand ist zweifach
entartet, S; = £1 Vi.

Wir wollen jetzt zeigen, dass bei allen endlichen Temperaturen die Magnetisierung verschwin-
det. Zur Probe zerlegen wir den zunédchst angenommenen (die Mean-Field-Ndherung legt das
nahe) ferromagnetischen Zustand in n 4+- 1 Domé&nen endlicher Ausdehnung, in denen die Spins
parallel sind (mit alternierendem Vorzeichen) und wir pro Spinpaar die Energie —] gewinnen.
Am Rand der Doméne springt der Spin jeweils von +1 auf —1 bzw. von —1 auf +1, dies kostet
die Energie 2].

Bei n Domédnenwinde im System ist deren freie Energie durch
FzE—TSzZ]n—Tln(N:1>
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gegeben. <N: 1) ist die Zahl der Moglichkeiten, n Wéande in den (N + 1) Zwischenrdumen

den Spins zu plazieren. Mit Hilfe der Stirlingschen Formel ersetzen wir
N+1
In " =(N+1)In(N+1)—nlnn—(N+1—n)In(N+1—n).

Die mittlere Zahl der Wande folgt aus 3¢ = 0 und ergibt fiir den mittleren Abstand ! zwischen
zwei Wanden (N > 1)

lz%%ﬂ(ﬂ%—l).

Da dieser fiir alle endlichen Temperaturen auch endlich ist, folgt, dass die mittlere Magnetisie-
rung in thermodynamischen Limes N — oo verschwindet. (Versuchen Sie, dieses Argument in
d = 2 zu wiederholen!)

7.3 Die Renormierungsgruppenmethode

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dafs die MF-Approximation, die die Korrelationen
in den Abweichungen der Spins von ihren Mittelwerten vernachléssigt, in einigen wichtigen
Aspekten Artefakte liefert, ndmlich einen Phasentibergang in d = 1 Dimensionen und kritische
Exponenten, die nicht von der Dimension abhédngen und z.B. in d = 2 Dimensionen betrdcht-
lich von Onsagers exakten Werten abweichen.

Wir wollen jetzt eine ebenfalls approximative Methode benutzen, die der MF-Approximation

durch die Berticksichtigung von Korrelationseffekten iiberlegen ist: die Renormierungsgruppen(RG)-
Methode. Grundidee aller RG-Verfahren ist die sukzessive Eliminierung von Freiheitsgraden

durch eine partielle Ausfiihrung der Spur bei der Berechnung der Zustandssumme

Z=Spexp—H/T.

Wir fiihren die Methode hier direkt am Beispiel der besonders einfachen Migdal-Kadanoff-
Ortsraumrenormierung vor. Wir betrachten dazu ein Isingmodell mit der Kopplung | nur zwi-
schen den nidchsten Nachbarn auf einem d—dimensionalen hyperkubischen Gitter mit der Git-
terkonstanten a:
H=-]) SiS;
(i)
) steht fiir die Summation iiber Paare nidchster Nachbarn. Es ist zweckmaifSig statt | die Kopp-
(if)
lungskonstante K = |/ T im Weiteren zu betrachten, da nur K in der Zustandssumme
~K ¥ S
z= Y e @ =Y Hg*KSiSJ

{Si=+1} {s} )

auftritt. Das RG-Verfahren l4fit sich nun in folgende Schritte zerlegen.
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1. Wir verschieben jeweils (b — 1) Kopplungen K, (wir verallgemeinern unser Modell von
Anfang an auf den Fall, das die Kopplung vom Richtungsindex abhéngt) in den Rich-
tungen « = 2,...,d, so daB (b — 1) Spins in 1-Richtung nun nurmehr untereinander
gekoppelt sind (vergleiche Bild 7.6 a) und {), fiir den Fall b = 2). Damit vergroflern sich
die Bindungen in die Richtungen & = 2,...,d um den Faktor b. Wir miissen deshalb die
Kopplungskonstanten mit dem Richtungsindex « indizieren. Nach dem 1. Schritt erhal-
ten wir also als neue Kopplungskonstante K,

K =K
K. =bK, a=2,...,d

2. Wir eliminieren jetzt die “Zwischenspins”, die jeweils nur noch 2 ndchste Nachbarn ha-
ben. Wir beginnen wieder mit dem Fall von drei Spins S1, S, S3, von denen S, nur mit Sy
und S3 gekoppelt sind. Wir eliminieren jetzt den Spin S, aus Z. Dies lduft auf die Aus-
wertung von

eK{S]SZ-‘rK{SzSg, — eKﬁ(51+S3) +8—Ki(51+53)
Sp=+1

— KiS18+C

hinaus. Wir haben rechts den resultierenden Ausdruck wieder in Form einer 2-Spin-
Wechselwirkumg zwischen S; und S3 mit einer neuen Kopplungskonstanten K/ sowie
einem Beitrag —T - C zur freien Energie geschrieben.

Mit der Wahl S; = S3 = +1 folgt exp (2K]) + exp (—2K]) = exp (K| 4+ C) wihrend
die Wahl S = —S3 = £1 2exp (0) = exp (—K/ + C) liefert. Dies ergibt cosh (2K}) =
exp (2K{') und 4 cosh (2K}) = exp (2C) oder

K{ = (1/2) Incosh 2Kj.

Es ist zweckméfRiger, diese Relation in der Form tanh K = tanh? K/ zu schreiben, denn
es gilt

tanh K — \/cosh2K] — 1/ /cosh 2K/ _ cosh2K] —1
\/cosh2K] +1/,/cosh2K]  cosh2Kj +1
sinh® K| + cosh’K} —1 _ 2sinh’K;
sinh? Ki + cosh? K| +1 "~ 2cosh? K] .

Das Resultat 148t sich auf den Fall der Elimination von (b — 1) “Zwischenspins” verall-
gemeinern. Dies ergibt als Resultat des 2. Schritts der RG-Transformation (Bild 7.6 c)

tanh K| = (tanh K{)®
K/ =K. =bK,, a=2...d.

Man sieht dies am Beispiel von b = 4 = 2 - 2 am leichtesten. Von 5 hintereinanderliegen-
den Spins elimminiert man zunéchst die Spins 2 und 4, dies gibt eine effektive Kopplung
zwischen den Spins 1 und 3, bzw. 3 und 5. AnschliefSend elimminiert man Spin 3 auf die
gleiche Weise.
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3. Wir wiederholen jetzt die Schritte 1. und 2. fiir die Richtung a = 2, dies ergibt (Bild 7.6
(d))
K} = bK]]

tanh K" = tanh” K

K" =bK!, a=3...d.

4. Wir wiederholen jetzt die Schritte 1. und 2. fiir die restlichen Richtungen a« = 3... bis
« = d. Wir erhalten damit fiir die Kopplungskonstante in x —Richtung:

K" = b**arctanh [tanh (b*"VK,)]’. (7.4)

Als Resultat der 4 Schritte haben wir wieder ein Isingmodell auf einem hyperkubischen
Gitter erhalten, diesmal mit der Gitterkonstanten b a und der Kopplungskonstanten K.
Es bleibt zu bemerken, dafs die approximative Rekursionsformel (7.4) auf bestimmten
hierarchischen Gittern (sogenannten Berkergittern) exakt wird.

Wir konnen jetzt das Verfahren der Schritte 1-4 immer wieder wiederholen, nach n Wiederho-
lungen hat das Gitter die Gitterkonstante 4 = b"a und die Kopplungskonstante

K, (b)) = b**arctanh [tanh (b“‘lKa(ﬁ))}b (7.5)

Beginnen wir mit einer Kopplungskonstanten K, dann wird unter wiederholter Transformation
(7.5) K (@) fiir K < K. nach Ki = 0 und fiir K > K. nach K = oo iteriert. Beginnen wir mit
K = K, dann ist auch K(@) = K_. Die drei Fixpunkte der Transformation beschreiben offenbar
die paramagnetische (Kj = 0), bzw. die ferromagnetische Phase (K} = o). Kj = K. = J/T,
entspricht dem Phaseniibergangspunkt.

Zur weiteren analytischen Auswertung betrachten wir den Skalenfaktor b = 1 + b und die
Dimension formal als nichtganzzahlige kontinuierliche Variable. Dann kénnen wir mit bd =
(14 6b)a = d+ éd (7.5) nach 4 differenzieren. Ein einfache, aber etwas miihselige Rechnung
liefert die sogenannte RG-FluB8gleichung fiir die Kopplungskonstante K, (4) = K(a) Va

Il
—
QU

|
—_
~—
~
—~
N

)+ %(sinhZK(é)) In (tanh K(a)) = B(K(a))

Die rechte Seite (die sogenannte f—~Funktion) beschreibt die Anderung der Kopplungskonstan-
ten unter der RG-Transformation.

Eine qualitative Diskussion der Flufigleichung liefert folgenden Befund:

[ K@d-1+mlK) , K<1
ﬁ(K)N{(d—l)K—l/Z S K> 1
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denn:

In(tanhK) ~ InK, K<1

1 sinh (2K) IntanhK = 1 sinh (2K) In ﬂ
2 2 1+4e 2K
1 1
~ —EeZK(l—e_‘lK)e_ZK-Z: —5 K>1

Fiir (d — 1) < 1 folgt daher K. ~ 1/(2(d — 1)) oder T, ~ 2(d — 1)], in Ubereinstimmung mit
unserem Doménen—-Argument aus 7.2, nachdem es in einer Dimension keinen Phaseniibergang
geben sollte.

Wir hatten in 7.2 gesehen, dass in d = 1 im Isingmodell der ferromagnetische Grundzu-
stand bei endlichen Temperaturen in einen Multidomdnenzustand zerfdllt, der Abstand der
Doménenwénde ist von der Ordnung | ~ ae?//T fiir T — 0. Das System ordnet sich erst bei
T = 0, I kann man als Korrelationsldnge betrachten, die also exponentiell in T — T, divergiert

Erlrad?/T-T) T, =0. (7.6)

Bisher haben wir immer ein Potenzgesetz fiir die Korrelationsldnge angenommen (und auch
erhalten)

€%a<T'I_ﬂCTC> , KC:]/TC

Wir konnen aber tatsdchlich eine Limesdarstellung fiir die Exponentialfunktion angeben:
y=e" = lim(1 +ex)V¢. (7.7)
€e—0

Mit , 2
ezd—lz;, T.=2(d-1)], x= T T

und unseren Ergebnissen der Renormierungsgruppe folgt, dass sich die Korrelationslidnge fiir
kleine € = d — 1 tatsédchlich in der Form

(7.8)

T v
Exa(l+ex)/e~ (1 + T_CT ) (7.9)
c

darstellen lafst. Im Limes € — 0, d.h. d — 1 folgt aus (7.8) und (7.9) tatsachlich (7.6).

Fir d = 2,3 und 4 ergeben die Nullstellen der p—Funktion K. = 0.441, K. = 0.140 bzw.
K. = 0.05.
Fiir d = 2 sind zum Vergleich der exakte Wert K. = (1/2)In (1 + v/2) ~ 0.441 (') und der Wert
der MF-Theorie K}}’IF = 0.25, d.h. die MF-Theorie iiberschitzt T, und damit die Tendenz zur
Ordnung.

Wir wollen jetzt den Flufd der Kopplungskonstanten in der Néhe des instabilen Fixpunktes
K} = K. untersuchen. Fiir |K — K| < K. kénnen wir 5(K) linearisieren

oK
dlna

= ,B(KC) + 5/(K6)(K - KC) + O((K - KC)z)
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und mit (K. ) = 0148t sich diese Gleichung elementar integrieren. Mit K(a) = Kund K(¢) ~ 0
(wir betrachten den Fall K < K, d.h. T > T) folgt

0
K o, )
K/K—Kc — [f(K)dIna

Q\w

oder

dh.v=1/8(K.).

Fird -1 <« 1finden wirv ~ 1/(d —1). Ind = 2,3,4 gibt die Migdal-Kadanoff-Methode
v =133, v =1.05undv = 1.01, wihrend Onsagers exakte Losung ind =2 v = 1 ergibt.
Man kann zeigen, daf$ in d = 4 Dimensionen v seinen MF-Wert v = 1/2 annimmt, d.h. die hier
vorgestellte Methode tiberschétzt systematisch die Werte fiir den Exponenten v, sie liefert aber
den richtigen Trend in der Abhédngigkeit der Exponenten von d sowie das Verschwinden des
Phaseniibergangs ind = 1.

7.4 Aufgaben

1. Aufgabe: Reales Gas

Fiir ein reales Gas niedriger Dichte kann die Zustandsgleichung durch eine Entwicklung nach der Dichte erhalten

werden (Virialentwicklung). In niedrigster, iiber das ideale Gas hinausgehender Ordnung ergibt sich

PV = NkyT (1 4 B(T)%)
(a) Zeigen Sie, daf3 die Warmekapazitat die Form
3 N%kp d > d

haben mu£3.

Hinweis: Verwenden Sie, dafl das reale Gas im Limes V — oo ideal wird. Betrachten Sie (dCy /9V)7.
(b) Berechnen Sie die Energie E(T, V) und die Entropie S(T, V).

(c) Welche Bedingungen muf die Funktion B(T) erfiillen, damit das Gas stabil ist?

2. Aufgabe: Van der Waals Gas
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Die Zustandsgleichung eines realen Fluidums sei {iber einen weiten Temperaturbereich gut durch die van der Waals

Beziehung

wiedergegeben, wobeiv = V/Nund a,b > 0.

(a) Diskutieren Sie sie Isothermen im (P, v)-Diagramm. Eine der Isothermen (bei T = T¢) besitzt einen Sattel-

punkt (bei v = v, und P = P;). Bestimmen Sie die Parameter v., P. und T dieses kritischen Punktes.

(b) Bestimmen Sie die isotherme Kompressibilitit fiir festes v = v, als Funktion der Temperatur. Wie verhilt sie

sich bei T,?

(c) Bestimmen Sie den Verlauf des Zweiphasengebietes in der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes
mit Hilfe der Maxwell-Konstruktion. Entwickeln Sie dazu die Zustandsgleichung soweit wie erforderlich

nach kleinen Abweichungen der Temperatur und des Volumens von den kritischen Werten.
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Abbildung 7-6: Migdal-Kadanoff-Renormierung
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Abbildung 7-7: B(K) fiir verschiedene Dimensionen
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Kapitel 8

Thermodynamik II

8.1 Notation and einige Verallgemeinerungen

In der Thermodynamik wird ein System durch sehr wenige Grofien, die sogenannten Zu-
standsvariablen beschrieben. Beispiele fiir intensive Zustandsvariablen waren T, u, p, fiir
extensive S, N und V. Weitere Zustandsvariablen kommen in Festkérpern infolge ihrer aniso-
tropen elastischen sowie ihrer magnetischen und elektrischen Eigenschaften etc. hinzu. Einige
hiervon sind in folgender Tabelle zusammengefafst:

Zustandsvariablen Arbeitsdifferential d A
V=]_ d*>s  Volumen p  Druck —pdV
f Unp d3r Deformationstensor 0,5 Spannungstensor f d3r0a5duaﬁ
f Md’r magn. Moment H  Magnetfeld 4r [ d*>rHdM
[Pd’r Dipolmoment E  elektr. Feld 47t [ d>rEAP
A Oberflache o Oberfldchenspannung cdA

Hier ist 1,5 = 5(0Uy/0xp + dug/0x,), u(x) bezeichnet das Feld der elastischen Verschiebun-
gen. In einem elastischen Medium ist das Volumen durch f Vo d3r(1 + uq,) gegeben, Vj ist das
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Volumen im undeformierten Zustand. Dies sieht man ducrh direkte Integration

dr <1+a”"‘> = L+ (m(Lo) - 1(0))

3 _
A°r(14 tpy) = /v . L

Vo 0

3

H (LO + M“(Lo) - Ma(())) =V

a=1

Q

Bei hydrostatischer Kompression hat 0,5 die Form 0,5 = —pdyp.

In der Gleichgewichtsstatistik, die wir in den Kapiteln 4, 5 und 7 behandelt haben, kommt
die Zeit als Variable nicht vor. In der Thermodynamik als eigenstdndige Wissenschaft spielen
allerdings Prozesse eine zentrale Rolle. Wir beginnen daher mit einer kurzen Auflistung der
wichtigsten hiermit zusammenhdngenden thermodynamischen Begriffe, soweit sie noch nicht
aufgefiithrt worden sind:

Sind die Zustandsvariablen nicht zeitlich veranderlich, so spricht man von einem stationdren
Zustand. Fliefen zusitzlich keine makroskopischen Stréme, dann wird dieses Zustand als ther-
modynamisches Gleichgewicht bezeichnet (vergleiche hierzu unsere Definition des thermo-
dynamischen Gleichgewichtes in Kapitel 2).

Jede Grofie, die nur vom Wert der Zustandsvariablen aber nicht von der Vorgeschichte des
Systems abhdngt, nennt man Zustandsfunktion. Die in der Tabelle 1 im Kapitel 5 aufgefiihr-
ten thermodynamischen Potentiale sowie Ableitungen sind Zustandsfunktionen ihrer “nattirli-
chen Variablen”.

Wir unterscheiden weiter verschiedene thermodynamische Prozesse:

Tabelle 2
Prozef3 Charakteristikum
spontaner Ablauf ohne Anderung duflerer Bedingungen
adiabatischer d=0
isothermer T =const
isobarer p =const
isochorer p =const

quasi-statischer | System durchlduft nur Gleichgewichtszustinde
(d.h. es bleibt beliebig nah am Gleichgewicht)
(ir)reversibler ein Prozef3 in einem isolierten System lafst sich
(durch Einsetzen oder Aufheben von Zwangs-
bedingungen) (nicht) vollstandig umkehren

Im néchsten Kapitel betrachten wir einige spezielle thermodynamische Prozesse.
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8.2 Thermodynamische Prozesse

Ein Beispiel fiir einen irreversiblen Prozef ist der Gay-Lussac-Prozef, der in einer freien Ex-
pansion in ein grofseres Volumen besteht, wobei das System abgeschlossen ist.

N N

Abbildung 8-1: Gay-Lussac Prozef3

Beim Prozefs wird weder Arbeit geleistet noch Warme mit der Auflenwelt ausgetauscht, d.h.
dA = dQ = 0. Da die Energie konstant bleibt, dE = dA + dQ = 0, gilt

E(Ty, Vi) = E(To, V3).

Wir wollen jetzt die Anderung der Temperatur durch die Vergrofierung des Volumens AV =
Vo — Vi > 0 berechnen. Ist AV < Vj 5, so gilt

oT
T,—T :ATz—‘ AV
2 ! IV IE

Mit (9T/dV)g = —(3T/9E)y(IE/dV)r (s. Kap. 5.2, (;)
TdS — pdV folgt

dEY ds B dp B
(@), =), ~r=7(a), =
wobei wir eine Maxwell-Relation benutzt haben und den Druckkoeffizienten 8, = (dp/9T)v(1/p)
eingefiihrt haben. Dies ergibt ((dT/9E),, = C;,')

(1), (%)y = —1) und mit dE =

zZ

().~ et

und mit

_ N S (P
Sp— S =AS~ (av)E AV = (T) AV (s.Tabelle)

folgt (AS/AV)g = p/T > 0, d.h. der Gay-Lussac-ProzeB ist irreversibel.
Beim idealen Gasist p = TN/V,d.h. B, = 1/T, woraus AT = 0 folgt.
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Beim Van der Waals-Gas ist der Druckkoeffizient B, ~ 1(1+ A/Tv), woraus AT ~ —pC,' AAV /Tv <
0 folgt.

Als nédchstes betrachten wir den sogenannten Joule-Thomson-Prozefs, der die gedrosselte Ex-
pansion eines Gases beschreibt: Ein beweglicher Kolben in einem Zylinder iibt einen Druck p;
auf ein Gas aus, das durch ein Drosselventil (Wattebausch) in einen zweiten Zylinder stromen
kann, auf dessen Kolben ein Druck p, < p; lastet, dabei sei das System thermisch isoliert.

7 Z 7!
47‘)2 P
U

R L

4
A A

Drosselventil Drosselventil

P,

SRR
NN

Abbildung 8-2: Joule-Thomson-Prozefs

Es gilt also dQ = dE+ pdV =0, p; > p; konstant. Die am System geleistete Arbeit A ist
(pl = Kl/F, dV] = Fdx, pldvl = Kldx)

0 1%
AA = —/pldvl — /pdez = p1V1 — szz = AE = E2 — E1
%] 0

(dVi < 0, dV, > 0) daher ist
Hy = E +poVo = E1 +p1 Vi = Hy,

d.h. die Enthalpie bleibt bei diesem Prozef3 konstant.
Fiir kleine Druckunterschiede Ap = —p1 + p» < 0 gilt (dH = TdS + Vdp =0 — % =-Y)

T
aS 14
— S =AS=2| Ap=—=A
52751 5 ap‘HP T°F
oder
Ap 9plu T =

d.h. der Joule-Thomson-Prozef ist irreversibel (dQ war Null!). Die bei diesem Prozef$ auftre-
tende Temperaturdnderung folgt aus

oT
b —T1 =AT ~ —| - .
»— Ty A p) ’ Ap

Wir benutzen wieder die Beziehungen aus Abschnitt 5.2 ((0H/dT), = T(dS/dT), = Cp)

() G, ), 73 (3),03), ) -2 (o))

d.h.
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AT 8T> v
— x| =— =——(1-Ta
Ap <8p H Cp( 2

Beim idealen Gas ist die rechte Seite wieder Null, da ap = % (%) ) = pﬂV (g%) = % Falls bei
einem realen Gas (dT/0p)y > 0 ist, kann durch gedrosselte Expansion Temperaturerniedri-
gung erzielt werden. Die sogenannte Inversionskurve ist durch (dT/dp)y = 0 gegeben, unter
der Inversionstemperatur T; versteht man das maximale T auf der Inversionskurve. Die Inver-
sionstemperatur fiir einige Substanzen sind: He : 34K, H,: 202K, N, : 625K. Fiir die van
der Waals-Gleichung

A
findet man mita, = (1/V)(0V/0T), T;=2A/B
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p
al <0
Erwaermung ap H
Abkuehlung
(8 T ) >0 ~ Inversionskurve
oply
P.T | .
T, T,

Koexistenzkurve

Abbildung 8-3: Inversionskurve beim van der Waals—Gas

Der Joule-Thomson-Effekt wird beim Linde—Verfahren (Carl von Linde 1842-1934) zur Abkiihlung
von Gasen bis zur Verfliissung benutzt.

8.3 Kreisprozesse

In einem Kreisprozefs durchlduft das System eine geschlossene Zustandsfolge. Eine zentrale
Rolle bei den Kreisprozessen spielt der Carnot-Prozef3, der zwischen zwei Adiabaten und zwei
Isothermen ablduft. Die zugefiihrte Warme ist +Q, die am System geleistete Arbeit +A.

Abbildung 8-4: Carnot-Prozef3

Die 4 Stufen des Prozesses sind

1. Eine isotherme Expansion (T;=const) des Gases von V; nach V; unter Zufithrung der
Wirmemenge Q.

S
Q: < /T1dS — Ty(S1— S2).
S2

Das Gleichheitszeichen gilt fiir einen quasistatischen (hier reversiblen) Prozefs.
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2. Eine adiabatische Expansion (dQ = 0) von V; nach V3 unter Abkiihlung von T; nach T.

3. Eine isotherme Kompression von V3 nach V; unter Abfiihrung der Warmemenge — Q>

S2
4b§/#ﬂsznwz_&y
S

4. Eine adiabatische Kompression von V4 nach V; unter Erwarmung von T, nach T;.

Es gilt der Energiesatz dE = dQ + dA = dQ — pdV. Ist der Prozefs reversibel, d.h. durchlauft
das System eine Sequenz von quasi—-Gleichgewichtszustdnden (der Prozefs verlduft quasista-
tisch), dann gilt dQ = TdS.

Da die Energie nach Durchlaufen des Prozesses ungeédndert ist, gilt fiir die vom System gelei-
stete Arbeit —A
—A=001+Q < (1 —T2)(51—52).

Da die Gleichgewichtsentropie eine Zustandsfunktion ist, fiir die gilt § dS = 0, d.h.
dQ
=< —
T j{ ds=0

und damit

%+%§0 oder E<—%

T i~ Q1
Bei dem hier angenommenen Betrieb des Systems als Warmemaschine (Arbeit wird aus Warme
gewonnen) ist Q; > 0, Q» < 0, und T7 > T, und daher gilt fiir den Wirkungsgrad 7 des
(reversiblen) Carnotprozesses.

A T

<12 = .
Ql >~ Tl NCarnot

Bei Umkehrung des Prozesses kann unter Arbeitsleistung Warme von einem Reservoir tieferer
Temperatur in ein Reservoir hoherer Temperatur gepumpt werden (Warmepumpe).

Wir wollen zur Illustration den Carnotprozefs fiir ein ideales Gas durchrechnen. Wir tun das
tiir die vier Schritte des Prozesses separat.

1. Die nach aufien geleistete Arbeit Ay, ist gleich der zugefiihrten Warmemenge Q;

v v
NT V.
anﬂu:/MV:/—LW:Nﬂmi>0
v v
Vi Vi
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2. Die nach auflen geleistete Arbeit wird dem Gas entzogen, was zu dessen Abkiihlung
fiihrt
dQ =dE+pdV =0.

Da beim idealen Gas die Energie nicht vom Volumen abhéngt, ist dE = CydT

Vs T
Az = [pdv = [ —CWdT = —Cy(T - T1) > 0.
Vy T

3. Wie unter 1. finden wir v
Q= —Asz =N In— <0.
V3

4. Wie unter 2. finden wir
—Ay = —Cv(Tl — Tz) <0.

Die insgesamt nach aufsen geleistete Arbeit (d.h. die von der Kurve umgeschlossene Flache)

1st:
\% V.
—A=—-Ap—Ap—Ayy— Ay =N '1—'111’1f2—|—T211’1f4 .
1% Vs

Vi und V4, sowie V, und V3 liegen jeweils auf einer Adiabaten. Fiir diese gilt
TV®! = const, a = Cy/Cy.

Dies sieht man wie folgt. Wegen dQ = dE + pdV =0, d.h.
T
CydT = —pdV = —7NdV

oder nach Integration:
InT + ﬂan = const.
Cy
Mit H = E+pV = E4+ NT und C, = (0H/9T) ist fiir ideale Gase C, — Cy = N, N/Cy =
(Cp — Cv)/Cy = @ — 1, damit ist TV®~! = const gezeigt.
Wir erhalten daher fiir die Adiabate
2-3: TVEl=nveE!
4—1: TVEl=DVvr!
und damit nach Division dieser Gleichungen durcheinander V> /V; = V3/V,. Dies gibt
V
—A=N(T} - T»)In 2
Vi

oder

A N(Tl—Tz)anZ/Vl . T1—T2

T==0,"  NhLmWw/Vv, T
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Wir betrachten jetzt eine weitere Maschine M, von der wir annehmen, daf8 sie einen grofse-
ren Wirkungsgrad ) als die Carnotmaschine hat. Da die Carnotmaschine reversibel arbei-
tet, konnen wir sie auch riickwirts betreiben und M zu ihrem Antrieb benutzen. Bezeichnen
wir die von M geleistete Arbeit mit —Ajp; und die an C geleistete Arbeit mit Ac, dann gilt
Ac=—-Au=A>0.

O &
@4 o
e

UM
| 'ch

Abbildung 8-5: Eine Carnot-Maschine C wird durch eine Maschine M angetrieben. Vorzeichen:

QiM>0, Qom <0 Qic <0 Qac>0.

Wir wollen jetzt zeigen, dass 77¢ der maximale Wirkungsgrad einer Maschine ist, die zwischen
Reservoirs mit den Temperaturen T; und T, arbeitet. Wir nehmen jetzt das Gegenteil an und
zeigen, dass diese Annahme zum Widerspruch fiithrt. Der Wirkungsgrad von M ist laut An-
nahme

A —A .
M = " >77c=Q1C, ie. —Qic>0Qim, 0>Qim+ Qic=—Qom— Qac,

d.h. der Nettoeffekt des Prozesses entspricht dem Transfer von Warme vom unteren in das
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obere Warmereservoir.

Betrachtet man das abgeschlossene Gesamtsystem: M + C + die beiden Warmereservoire, dann
wiirde im Laufe der Zeit stindig Energie vom kalterem zum warmeren Reservoir tibergehen,
was im Widerspuch zum von uns in 2.6 gefundenen Resultat steht, dafs ndmlich die Energie
vom Korper hoherer Temperatur zu dem mit niederer Temperatur {ibergeht.

Thermodynamisch lafst sich das so formulieren: Es existiert kein Prozefs, dessen einziger Ef-
fekt darin besteht, daff Warme aus einem Reservoir bei einer gegebenen Temperatur in ein
Reservoir mit einer hoheren Temperatur flie3t. Dies ist Clausius Version des 2.Hauptsatzes
der Thermodynamik.

Rudolf Clausius (1822-1888)

Hieraus folgt, daf’ es keine Maschine gibt, die zwischen zwei Reservoirs mit fester Temperatur
arbeitet und hoheren Wirkungsgrad als die Carnot-Maschine hat.

Analog konnten wir, 71 > 7. vorausgesetzt, nur einen Teil der von M geleisteten Arbeit
zum Antrieb von C benutzen, der so bemessen ist, daf3 es keinen Nettowdrmetransfer zum
T1—Reservoir gibt. —Ay = Ac —0A, Ac + Qac + Qic = 0, Qim + Qic = 0, d.h. kein Warme-
entzug/Zufithrung an T.

—Am S —Ac
Qim Qic
Ac—3A _ —Ac
Qim Qic
Qim + Qic +Qom + Qac +0A =0
=0
—0A = Qom + Qac >0,

(Q2m und Qoc sind die in die beiden Maschinen fliessenden Warmemengen), d.h. man kiihlt
das untere Reservoir und leistet Arbeit, z.B. man hebt ein Gewicht. Nettoprozess:

— —0A>0 0A<O

6Q = T3S = —6A > 0.
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Waérme und damit Entropie des Reservoirs nehmen ab, das Anheben eines Gewichts dndert
die Entropie aber nicht. — Entropieabnahme — Widerspruch zum 2.Hs.. Dann wiirde unter
Entzug von Warme aus dem T,—Reservoir Arbeit geleistet, die man z.B. in Form von potenti-
eller mechanischer Energie speichern konnte. Auch dies widerspricht unseren Resultaten von
Kapitel 2. Wir konnen deshalb schlufsfolgern:

Es existiert kein thermodynamischer Prozef, dessen einziger Effekt darin besteht, Warme
aus einem System in Arbeit zu verwandeln. Dies ist Kelvins Version des 2.Hauptsatzes.

Durch Vertauschen von M und C folgt leicht, daf$ alle Maschinen, die zwei festen Temperaturen
arbeiten, den gleichen Wirkungsgrad wie die Carnot-Maschine haben miissen.

Man kann den Carnot-Prozefs daher benutzen, um die Temperaturskala im Rahmen der Ther-
modynamik zu definieren. Hitten wir T noch nicht definiert, dann wére

eine Moglichkeit. Wie wir oben gesehen haben, stimmt diese Definition mit unserer friither
benutzten beim idealen Gas iiberein.

_M:1_E:1+@ oder %%—%:0-

e} T; Q1 T T

Hieraus kann man die Entropie thermodynamisch definieren. Dazu zerlegen wir einen rever-
siblen Kreisprozef3 in viele Carnotprozesse. Fiir jeden Carnotzyklus gilt ) Q;/T = 0, geht die
i

Zahl der Zyklen nach Unendlich, dann gilt fiir die unkompensierten Segmente f daQ/T=0 —
dQ/T = dS ist ein exaktes Differential.

Fiir einen beliebigen reversiblen Prozefs ldfst sich also dE = TdS + d A schreiben.

8.4 Aufgaben

1. Aufgabe: Dampfdruckkurve

(a) Am Tripelpunkt ist die Steigung der Dampfdruckkurve der festen Phase grofer als die der fliissigen Phase

(siehe Abb.). Geben Sie eine thermodynamische Begriindung dafiir an.

(b) Zeigen Sie, daB fiir die Temperaturabhingigkeit der Verdampfungswarme Q; lings der Dampfdruckkurve

p(T) gilt:

dQr _ i’ L0 ‘ Qr AapV)
dT — \oT 4 T

ﬁ@ QL:ACp+T—QL AV

wobei A(...) den Sprung der betreffenden Grofie an der Dampfdruckkurve bezeichnet und a) = % (%) .
4
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Abbildung 8-6: Ein beliebiger reversibler Prozefs wird in infinitesimale Carnot-Prozesse zer-

legt.

(c) Wie vereinfacht sich dd%, wenn die Gasphase durch ein ideales Gas approximiert werden kann und das

spezifische Volumen der Fliissigkeit gegentiber dem des Gases vernachlassigt werden kann?

2. Aufgabe: Inversionskurve

Berechnen Sie den Joule-Thomson Koeffizient (0T /9dP)y fiir ein verdiinntes van der Waals Gas bis in zweiter Ord-
nung von Nb/V (<« 1) und Na/VRT (< 1). Ermitteln Sie aulerdem die Druckabhéngigkeit der Temperatur T;,

bei der der Joule-Thomson Koeffizient verschwindet (Inversionskurve T;(p)).

3. Aufgabe: Otto-Prozef3

Als Néherung fiir einen Otto-Motor kann der folgende Kreisprozef3 betrachtet werden: adiabatische Kompres-

sion des gasformigen Brennstoff-Luft-Gemisches, isochore Erwdrmung (Ziindung und Verbrennung ohne Volu-
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mendnderung, Kompressionsvolumen V;), adiabatische Expansion und isochore Abkiihlung (Auspuffschritt mit

anschliefendem Ansaugen, Volumen Vj + V}, (V};, Hubvolumen)).

(a) Wie sieht dieser Prozef$ im (S,V)-Diagramm aus? Man skizziere den Prozefs aulerdem im (P,V)-Diagramm.

(b) Das Arbeitsgas sei ndherungsweise als ideals Gas betrachtet. Bestimmen Sie dafiir die iibertragene Warme

und die geleistete Arbeit bei den vier Schritten (als Funktion der Temperatur an den vier Eckpunkten).

(c) Man zeige, daB der Wirkungsgrad durch 7 = 1 — &7~ gegeben ist, wobei ¥ = Cp/Cy und e = V. / (Vi + V},)

(Verdichtungsverhéltnis) sind.

4. Aufgabe: Adiabatische Entmagnetisierung

Eine paramagnetische Substanz habe die Zustandsgleichung M(T, H) = CVH/T (Curie-Gesetz). Dabei ist M die
Gesamtmagnetiesierung, H das homogene dufsere magnetische Feld, C die Curie-Konstante und V das Volumen.
Die Warmekapazitit bei konstantem H betragt Cyy = (9E/0T)y = aT3, wobei a > 0 konstant sei. Die freie Energie

F(T,H) ist gegeben durch dF = —SdT — MdH.

(a) Berechnen Sie die Anderung der Entropie, wenn bei konstanter Temperatur T; das Magnetfeld auf H; erhoht

wird.

(b) Wie dndert sich die Temperatur, wenn nun das Magnetfeld adiabatisch von H; auf null zurtickgefiihrt wird?

44. Aufgabe: Paramagnetischer Carnot-Prozef3

Eine paramagnetische Substanz habe wie zuvor die Zustandsgleichung M(T,H) = CVH/T (Curie-Gesetz). Nun
sei jedoch die Warmekapazitit Cpy = T(0S/0T)y # 0 konstant. Es soll eine Carnot-Maschine zwischen zwei

Reservoiren mit den Temperaturen T; > T, realisiert werden.

(a) Man berechne die Entropie S(T, M). (Hinweis: (0S/9M)r = —(0H/9T) 1. Beweis?).

(b) Man gebe die Isothermen H(M)| und die Isentropen H(M)|s an und skizziere den entsprechenden Carnot-

Prozef im (H, M)-Diagramm.

(c) Wie grof ist die Arbeitsleistung fiir die vier Teilprozesse in diesem Zyklus? Wie grofs ist der Wirkungsgrad?
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Kapitel 9

Theorie der Phaseniibergiange

In den Kapiteln 6 und 7 haben wir bereits drei Beispiele fiir Phaseniibergédnge kennengelernt:

(i) die Bosekondensation in idealen Bosesystemen (Kapitel 6.4),

(ii) den Ubergang zwischen der fliissigen und der gasférmigen Phase eines schwach wech-
selwirkenden klassischen Systems (Kapitel 7.1), der gendhert durch die van-der—-Waalssche
Zustandsgleichung beschrieben wird (Kapitel 5.5),

(iii) und den Ubergang zwischen der paramagnetischen und der ferromagnetischen Phase in
einem Ising-Magnetikum, den wir approximativ im Rahmen der Molekularfeldtheorie
(Kapitel 7.2) sowie der Migdal-Kadanoff-Renormierungsgruppe (Kapitel 7.3) beschrie-
ben haben.

In diesem Kapitel wollen wir uns etwas systematischer mit der Theorie der Phaseniibergédnge,
einem zentralen Anliegen der statistischen Physik, beschiftigen. Dabei wollen wir zunachst
klassische Systeme betrachten, da

(i) diesein vielen Fillen Phaseniibergédngen auch in quantenmechanischen Systemen addquat
beschreiben.

(ii) sich fiir solche Systeme die theoretischen Methoden tibersichtlicher darstellen lassen. Im

2. Teil der Vorlesung werden wir dann diese auf quantenmechanische Probleme erwei-
tern.

Zunichst werden wir verschiedene klassische Spinmodelle und deren Bezug zum Landau-
Ginzburg-Wilson-Modell herstellen.
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9.1 Klassische Spinmodelle

9.1.1 Das Lenz-Ising-Modell

Dieses hatten wir schon in Kapitel 7.2 eingefiihrt.
1
W= =y S - DS
ij i

In Kapitel 7.2 hatten wir aus einem plausiblen Domdnenwand-Argument gesehen, daf3 in einer
Dimension dieses Modell bei kurzreichweitiger Wechselwirkung, z.B.

]ij:{ J,i,jn.N.

0, sonst

, keinen Phasentiibergang zeigt. Man sieht dies auch an der Renormierungsgruppen—Rekursionsbeziehung
(7.5) die wir im Rahmen der Migdal-Kadanoff-Methode hergeleitet hatten, und diein d = 1
exakt ist, da hier keine Ndherung vorgenommen wird (d = a = 1)

K(bd) = arctanh [tanhK(ﬁ)r, K=]/T, b=2.

Diese Rekursionsbeziehung hat nur einen Fixpunkt K* = 0, d.h. T* = oo, wie man leicht

%h K)?

K(a)

Abbildung 9-1: Iteration der Rekursionsbeziehung (7.5).

graphisch sieht, d.h. es existiert nur die paramagnetische Phase. Man kann aus der in Kapitel
7.3 eingefiihrten Konstanten ¢ =  In [4 cosh 2K (ba) ] durch Aufsummation {iber alle Skalen die
freie Energie der Ising—Kette berechnen.

Daf die Kurzreichweitigkeit der Wechselwirkung entscheidend fiir die Abwesenheit des Pha-
seniibergangs ist, siecht man an folgendem , exakt 16sbaren Modell mit unendlicher Reichweite

der Wechselwirkung;:

J .
Ji=r Vi, Hi=H.
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Der Faktor & sichert die Extensivitit der Energie. Zur Losung benutzt man die Identitét

e

B

H
— o LSS+ Lisi
1/2 %

_ [ -E(4+4)s:
- (27TT]> /dAe ] J. ©.1)

Bringen wir die linke Seite nach rechts, ergibt sich tatsdchlich

N\ 172 N LS 1/2
217 =2 — rom AT —
(MT]) /dAe <27TT]> /d/\e 1.

Wir konnen jetzt die Zustandssumme unter Ausnutzung von (9.1) auswerten:

1/2 N
o 4717{ o PJ A,—F P{
7 = Z e Tt = (27TT]> /dAe 7 [2cosh (T ﬂ

{Si=+1}

1/2 A-H 172 %
B 2T] 2 NIn <2cosh(T)) _ N / A(M)
- <2n:r]> / dre = \2n7J en da.

Da der Integrand als ein Produkt eines mit A stark abfallenden und eines mit A stark anstei-
genden Faktors ein scharfes Maximum besitzt (N — o0), konnen wir die Sattelpunktmethode
benutzen. Der Sattelpunkt A des Exponenten A()) geniigt der Gleichung

0A A A+H
I 0, dh 7= tanh (T> . (9.2)

Wir entwickeln nun A(A) um A

A = AQY) + %A"()_L)(/\ ~AP+o((A-A)

"3 N ] -2 }_\"_H N "3
A"(R) = ]T<1—T osh (T)>: — ')

und integrieren jetzt iiber A = A — A. Dies ergibt fiir die Zustandssumme

1/2 1/2
= L eA(R) 277-[_ _ \ﬂ”(ﬁ)rl/ze“‘(i)
2nT] |A”(A)]

und fiir die magnetische freie Enthalpie
G(T,H) = —TInZ = —~TA(A) + zln la”(A)| + O(N~V2).

Der Integrationsbereich, der einen Beitrag von O(1) zu Z gibt, ist von der Ordnung A% =
(A—A)? = O(ﬁ = %‘;—,,‘), d.h. 0 = O(ﬁ) Daher sind die Korrekturfaktoren in hoherer
Ordnung in §A in Z von der Ordnung exp (NN~"/2). Im thermodynamischen Limes N — co
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kann man daher in G alle Terme, mit Ausnahme des Sattelpunktebeitrags A(A) vernachldssi-
gen.

Nun gilt fiir die Magnetisierung

~ Wi T TNOH T N |9H " oroH| T

und damit mit Gleichung (9.2)

&:tanh/\+H :tanh]m+H

"= T T

Dies ist aber die in Molekularfeldniherung gewonnenen Gleichung (7.3), wenn wir T, mit |
identifizieren, d.h. die Molekularfeldndherung wird im Grenzfall unendlicher Reichweite der
Wechselwirkung exakt. In der Theorie der Spingléser spielt eine Variation dieses Modells, bei
der ]1-]- = 41/N ist, eine zentrale Rolle.

Anwendungen des Ising-Modells sind (u.a.)

(i) magnetische Systeme mit starker Kristallfeldanisotropie:
N 1 A A A A A
H=—3 Y JiSiSi—A), <Sf,x +87,+(1+ A)S?,Z>
i,j i

Kristallfeldanisotropie, relativistischen Ursprungs, O(%)

A >0, A>0:z—Komponente energetisch bevorzugt
A < 0:x,y — Komponente energetisch bevorzugt .

Die Kristallfeldanisotropie resultiert aus der (relativistischen) Spin-Bahn und der Spin-
Spin—-Wechselwirkung. Die Eigenfunktionen des Hamiltonians sind Eigenfunktionen des
Operators der Drehung um die z—Achse sowie der Transformation z — —z.

(ii) bindre Legierungen: Beispiel: pB~Messung, CuZn, kubisch raumzentriertes Gitter T > T,
stochastische Verteilung von Cu, Zn auf den Untergittern
T < T, ~ 465°C CsCl-Struktur
Cu:
Zn:

1> >

Die Kopplungskonstanten sind ferromagnetisch (J;; > 0) innerhalb der Untergitter A,B
und antiferromagnetisch (J;; < 0) zwischen den Untergittern.

(iii) Gittergase:

Betrachte hierzu das grofikanonische Ensemble und teile das System in kleine Volumina
ein, die etwa die Grofie der Gasatome haben. Falls Zelle durch Schwerpunkt des Atoms:

besetzt — n; = %(S,- +1)=1 dh S =1

! S;i+1)=0 dh S =-1

unbesetzt — n; = 5(
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d.h., wir nehmen an, dafd nicht mehr als ein Atom pro Zelle zugelassen ist: die Wechsel-
wirkung zwischen Atomen in einer Zelle ist unendlich grofs und repulsiv. Die Lennard-
Jones—Wechselwirkung kann dann grob durch

Jij :{ _2(]) ls’ o]nr;.tN. angendhert werden.

Im groffkanonischen Ensemble ist die Zustandssumme des Gittergases durch (die Impulse in-
tegrieren wir in der bekannten Weise aus)

Zge= ), e'T Z/e% Lij> il
N=0 {n]}
gegeben. Y': Summation unter der Nebenbedingung Y; n; = N.

Z ET Z<x}>””/Jr Yini Z ET Z<z/>SS+ZxT(H+ZDS +C
{nj} {Si}

ninj = (1/4)S;S;+ (1/2)S; 4 (1/2)S; + 1. Damit ist das Gittergas auf ein Isingmodell im Feld
—H = —(p/2) — z] abgebildet worden.

gk—

9.1.2 Das s—Zustands—Pottsmodell

Das Pottsmodell ist eine Erweiterung des Ising—-Modells von zwei auf s Zustinde: Jedem Git-
terpunkt i wird ein Freiheitsgrad zugeordnet, der s Zustinde «; = 1,. .., s einnehmen kann. Die
Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Gitterpunkten i, j ist — J;;, falls beide Freiheitsgrade
im gleichen Zustand sind, sonst sei die Energie Null

- Z ]ijéoci,a/ - Z Hiégxi,] + const.
i,j i

Eine interessante Anwendung des Potts—Modells ergibt sich im Limes s — 1, der den Perkola-
tionsiibergang beschreibt, ein dhnlicher Ubergang wird durch den Limes s — 0 beschreiben.

Das Pottsmodell hat zahlreiche Anwendungen in der Festkorperphysik, spielt aber auch als
einfache Erweiterung des Ising-Modells eine Rolle als Test-Modells fiir Ndherungsverfahren.

Wir betrachten jetzt die MFA fiir das Pottsmodell indem wir wieder J;; durch J/N Vi, j erset-
zen, d.h.
80,1

i
HMEA — Dﬂ oo HE P w1

Die Parameter sind hier so gewéhlt, dafs s1ch fiir s = 2 der Anschluf$ an die Resultate fiir das
Isingmodell (9.1.1) ergibt. Da jeder Potts—“Spin” mit jedem anderen wechselwirkt, wird die

Energie eines Zustands des Gesamtsystems vollstindig durch die Besetzungszahlen N, der
Zustinde « = 1,...,s beschrieben (N, = x,N): Damit wird

J J
_ﬁ ;jéaiaj = _ﬁ ;Na(Na
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A

s=2 s=3 s=4

Abbildung 9-2: s = 3 Anwendung: diagonales magnetisches Feld in einem kubischen Ferro-
magnetikum: DyAl,

und
My N! T E Na(No—1)+ 5 57
7 = Z e T — Z _ (SN 4N +...+N5,Ne a=1 )
(o} N Ni!IN!LUNgE
Der Vorfaktor gibt die Zahl der Spin—Konfigurationen mit gleichem {N,} an. Unter Verwen-

dung der Stirlingschen Formel N! ~ (N /e)N 148t sich dieser im Limes grofer N als

s N\ Ne N
[T(x) =TIs" =ew(-NEunx)

a=1

S

schreiben. Da die relativen Besetzungszahlen x, = N, /N sehr eng liegen (Ax, = % — 0 fiir

N — 00), kann man von der Summation iiber die x, zur Integration iibergehen:

1 1
7= Ns/‘--/dxldxz...dxS e GTHANN/ T () 42y + -+ 42, — 1),
0 0

sx1—1
s—1 °

S S
G(T,H,{x.}) = —JN Z Xo(xy —1/N) + Z TNx,Inx, — HN
a=1 a=1

Da die einzelnen Faktoren in exp (=G/T)im Limes N — oo exponentiell grofs bzw. klein wer-
den, kann man wieder die Sattelpunktsndherung verwenden, die im Limes N — oo exakt wird.
Zum Auffinden der wahren freien magnetischen Enthalpie muss man daher G beziiglich der
X, minimieren. Hierzu machen wir den Ansatz, der die Symmetrie unter den xy, . . ., x; bertick-
sichtigt und die Bedingung ), x, = 1 erfiillt:

X = %(1—}—(5—1)3?), 0<x<1 Zxa:
Xy = %(1—3?) (a=2,...,9)
G(T,H) = —-TInZ=~G(T,H,{%}),

wobei %, aus der Minimusbedingung fiir G, dG/dx, = 0 folgt. Es gilt nun

106 1 (ag agax)_1+(s—1)x—1

“Non - N\omTazom)” s—1 =
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T o

Abbildung 9-3: G(m) fiir s=2.

Dies ergibt mit der Abkiirzung T, = 2] /s und fiir x < 1 (nach Einsetzen der Losungen %, in
G, wir lassen von nun an den Querstrich derKiirze halber weg):

SGMHY) = 14D m -1y + 0 gma -y -t e

T
1 T H

(5—1){2<1—7f>x2—é(s—2)x3+112(52—3s+3)x4—|—---}—Tx.

Q

Aus der Minimumsbedingung fiir G, G /dx = 0 folgt fiir x = m die Zustandsgleichung

1 H
(s—1)T"

Fiir s = 2 folgt hieraus die bekannte MFA-Gleichung fiir das Ising-Modell (7.3)

Te 1 5 H
<1 T)m—|—3m —T—h,

1 — - = - ~ - —
( T) m (s =2)m” + = (s* —3s+3)m

die fiir 1 = 0 einen kontinuierlichen Phasentiibergang liefert.

Fir s > 3 verschwindet allerdings der kubische Term in x nicht, der Phaseniibergang wird

diskontinuierlich und tritt bei Ty ein. Es gilt |/ Ty = 5=} In (s — 1), d h. T,/ To = 2:=F In (s — 1),

Bei T = Ty springt m von Null auf m. = £=2. Geht man {iber die MFA hinaus, dann hat das
schematische Phasendiagramm die Form (die MFA ist nur in Dimensionen d > d,(s) korrekt)

9.1.3 Das klassische Heisenberg-Modell
S = (Su, & =1,...,n) sei ein klassischer Spin mit Sz =1.

1
Hu=—> Y JijSiS; — }_HS;.
i,j i
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T>TO
T=T0

T<T0

Abbildung 9-4: G(m) fir s = 3.

Wichtige Spezialfille sind das planare Rotator— oder XY-Modell (n = 2), das eigentliche Heisenberg—
Modell (n = 3), sowie das sogenannte spharische Modell, das durch den Limes n — co be-
schrieben wird und exakt behandelbar ist (s. Berlin und Kac 1952).

Man kann zum Heisenberg-Modell noch Anisotropie-Terme hinzunehmen, die von der Form
Ha =1Y,;V(Si,) sind, z.B. im Falle kubischer Anisotropie sind dies

} : 4
HA,kub = USM .
in

Je nach dem Vorzeichen von v werden die kubischen Achsen (v < 0) oder die Raumdiagonalen
im Spinraum (v > 0) bevorzugt. Im Falle n = 2 kann man Sy = cos¢, S, = sin ¢ schreiben,
dann wird (H; = H cos «;)

1
=3 Z]ijcos (pi — ;) — ZHcos (i — ;).
1] 1

Anisotropie-Terme bekommen die Form — ;v cos p¢;. Im Limes v — oo geht das Modell in
das sogenannte Clock(Uhr-)-Modell tiber, ¢; nimmt nur Werte (277/p)n; an und Hxy geht in

27 (n; —

27'[
Hclock = — ZL] cos ———— ZHCOS ?nl — ;)

iber.
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A,

4 + Ashkin-Teller

3 I Potts

2 Ising |
T

I I I cee— 1+  m o
T T T T

2 -1 0 1 2 3 4 5 2

Gauss Polymer | 1 XY Heisenberg sphaerisches Modell

Perkolation

04+

Abbildung 9-5: Ashkin-Teller (s = 4;n = 1), Potts (s = 3;n = 1), Ising (s = 2;n = 1), Gaufs
(s = 2;n = =2), Polymer (s = 2;n = 0), XY (s = 2;n = 2), Heisenberg (s = 2;n = 3),
Perkolation (s = 0,1;n = 1), sphérisches Modell (s = 2,n = c0).

9.2 Das Ginzburg-Landau-Modell

Wir haben in dieser Vorlesung bisher die Phaseniibergédnge im idealen Bose-Gas, dem van-
der-Waals-Gas und dem (Ising—)Magneten untersucht. Tatsdchlich existiert in der Natur eine
grofSe Zahl von Phaseniibergidngen, die sich alle durch das Auftreten eines die Ordnung cha-
rakterisierenden n—komponentigen Parameters ¢ = (i1, ..., {,) beschreiben lassen. Beispiel
tiir diesen Ordnungsparameter 1 und sein konjugiertes Feld h finden Sie in Tabelle 9.2.

Wiederholung: Molekularfeldtheorie

Im Kapitel 7.2 hatten wir die Groe G(T,{H;}, {m;}) ausgerechnet. Aus der Minimumsbedin-
gung 0G/om; = 0, Vi = 1,...,N folgten die Sattelpunktswerte {m;}, die die wahre (aber
nattiirlich nur in MFA berechnete) freie Enthalpie lieferte

G(T,{H;}) = G(T,{H;}, m;})

(wir schenken uns hier in der Regel den Beweis, da8 die {7;} wirklich das tiefste Minimum
darstellen, gegebenfalls mufi dies einmal separat betrachtet werden). Aus den Resultaten von
7.21aBt sich G(T,{H;},{m;}) = F(T,{m;}) — ¥; Him; fiir m; < 1 in der Form

G(T, {5}, mip) = L {5(T~Tomd -+ Jomt — Hom}

1

1
t 3 Z]ij(mi — mj)? 9:3)
i

schreiben, wobei wir T, = Z]- ]1-]- benutzt haben. Im Falle eines homogenen Feldes H; = H, d.h.

m; = m fur alle i, simmt Gmit dem in 9.1.2 berechneten G fiir das Potts—Modell iiberein, wenn
wir dort s = 2 setzen. In 7.2 hatten wir aus (9.3) in folgenden Spezialfdllen Resultate erhalten

0 , T>T,

(i) Hi=0,Vi—mj=m Vi,—m {3(TT<:_) , T<T,
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() Hi=H, Viom=m Vi,—2=m/3

o [ H,i=0 [T ij#0
(iii) Hl_{O i 20 ,T>Tcund]z]{0 const

(iv) m; ~ 47r] ‘ Texp (—|R;] /&), wobei ¢ ~ ] /(T — T.) die Korrelationslinge ist.

Der Ordnungsparameter

Die Magnetisierung m; ist ein Maf3 fiir die magnetische Ordnung, man nennt diese auch den
Ordnungsparameter des Systems. Solche Ordnungsparameter treten auch bei anderen Pha-
sentiibergdngen auf und zeigen qualitativ das gleiche Verhalten wie die Magnetisierung, zum
Teil hatten wir sie schon im Verlauf der Vorlesung diskutiert. Wir wollen jetzt eine phdnome-
nologische Theorie der Phaseniibergidnge — die Landau-Theorie — aufstellen und fiihren einen
abstrakten Ordnungsparameter ¢, sowie ein zu ihm konjugiertes Feld / ein. Beispiele fiir Ord-
nungsparameter in verschiedenen Systemen gibt Tabelle 9.2.

Da in vielen (aber nicht allen) angegebenen Fillen sich der Ordnungsparameter qualitativ wie
die Magnetisierung verhilt, kann man analog zu G(T, { H; }, {m;}) eine GroBe Hr (T, {h;}, {i})

einfithren, die mit der Minimumsbedingung 0#H/dy;| = 0 die freie Enthalpie G(T, {h;})
mi=m;
gibt. Wir tun dies hier, ohne den mikroskopischen Hamiltonian zu kennen. Wenn wir also H,

aufschreiben, dann kénnen wir nicht die gleichen Koeffizienten benutzen, wie fiir den Ising—
Magneten. Auch wird das Gitter u.a. nicht das Kristallgitter sein, zumal in vielen Fallen gar
kein Kristallgitter existiert. Wir schreiben also (L. geht tiber Paare n.N.)

%L—aDZ{ T)y? + i - h¢1}+ 51 L (i — )%l (9.4)

<ij>

und setzen r(T) = #'(T.)(T — T;). Dieses Potential liefert qualitativ das gleiche Verhalten wie
das der Magnetisierung fiir den Ising-Ferromagnetiken. Es ist hdufig zweckmaflig statt der
Gitter— eine Kontinuumsdarstellung zu wihlen, die man durch rdumliche Mittelung erhalt,
z.B.

x) ~ Ze*("’R")Z/Zézmi, a<oike.

Wir schreiben dann analog zu (9.4)
a, [1 2 u 4 1 2
Hp = /d r {27’(T>IIJ (x) + ZI/J (x) — h(x)p(x) + Ec(aalp) } (9.5)

Wir wollen jetzt ein phdnomenologisches Modell zur Beschreibung von Phaseniibergingen
einfiihren, das urspriinglich von Landau stammt und in seiner Deutung von Ginzburg erwei-
tert worden ist. Da das Modell ein phdnomenologisches ist und die Existenz eines Phaseniiber-
gangs bereits voraussetzt, bedarf es keiner Herleitung, obwohl es sich aus verschiedenen mi-
kroskopischen Modellen ableiten ldsst. Wir geben hier eine plausible Herleitung an.
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Wir beginnen mit einem Gitter, auf dessen Plitzeni = 1,..., N die klassische Variable 1, defi-
niert ist, die die lokale Ordnung beschreibt (welche Ordnung sagt die Tabelle). Die Wechselwir-

kung zwischen benachbarten Gitterpldtzen sei wieder durch Hy = —c Y ; Pia a%~2 gegeben.
<i,j>

Fiir ¢ > 0 wird Hg die Parallelstellung der Variablen #; und damit die Ordnung favorisieren.

Die Zustandssumme l&sst sich dann in der Form

Z= ﬁ (7(1‘/’117(‘/’1)) e Mo/T
i=1 \

schreiben. Wir reproduzieren das n—komponentige Heisenberg-Modell, wenn wir p(p;,) =
5(? — 1) setzen. Statt dessen betrachten wir jetzt ein soft-Spin-Modell, in dem wir fiir p(1,)

p(y,) = Ce W -1~ ¢; (9.6)

wihlen (die Konstante C ergibt sich aus der Normierungsbedingung). Im Limes & — oo erhal-
ten wir wieder das klassische Heisenberg-Modell mit der Nebenbedingung ¢? = 1. Fiira = 0
erhdlt man das sogenannte Gaufssche Modell.

Wir konnen jetzt die Zustandssumme in der Form

ZadZ z )2+2 “2

<1]> i

T(p} —2¢7 + 1) + Ty? — CZZI[JZ d-2 9.7)

schreiben. Sind die Differenzen zwischen die ¢, auf benachbarten Gitterpldtzen klein, konnen
wir, dhnlich wie in der Elastizitdtstheorie, zu einer Kontinuumsbeschreibung iibergehen

i — P(x Z—> /dd ~($;— ;) = g

(x) kann als rdumlicher Mittelwert der 3, in einem Gebiet der linearen Ausdehnung & be-
trachtet werden. Auf dieser Weise erhalten wir den Landau-Ginzburg Hamiltonian

He = [ aix{ 3rng + {022 + e~ (o ©8)
mit
-
%r(T) = ald{T(l—Zoc) at 2cz}:%r’(T—Tc).

Um die Notation einfach zu halten, werden wir im Folgenden meist den Fall einer Komponente
(n = 1) betrachten und den Fall n > 1 nur dann erwdhnen, wenn er zu veranderten Resultaten
fiihrt.
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Phasen Systeme P h
gasformig/fliissig Fliissigkeiten/Gase Pl — Oc, Pg — Pc U
(oc Dichte an T, p.)
fliissig/fliissig bindre Mischung Ca—Cc, Cg—Cc A — UB
(Cc Konzentr. am krit. Punkt)
magnetisch geordnet Ferro—,Ferri-, m = (S) H
Antiferromagnetika n= Am >v — Am mv\ A, B Untergitter (“staggered” field)
strukturell geordnet (Anti—)Ferroelektrika Polarisation P = mN.AEv E
EZ
Ferroelastika Deformationstensor Asa mv Tup

distortiv geordnete System

bindre Legierung

z.B. Drehwinkel Aav

N~ )

fliisssig—nematisch

Fliissigkristalle
(d weitere Phasen: smectisch A, C

cholesterinisch etc.)

Qup = (Q((namp) — 30up))

n: Frank—Direktor

(Einheitsvektor || Orientierung des Molekuls)

Gas/Kondensat

ideales Bosegas

Suprafliissigkeit

Supraleitung

)= A%VH "

Kondensat-wellenfunktion Aa@v

Gapparameter A (komplex)
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Landau (1937) hatte urspriinglich H; als thermodynamisches Potential postuliert, welches
noch vom unbekannten Parameter 1 abhdngt. Aus der Minimumsbedingung fiir H; (d.h. der
Sattelpunktsgleichung) wird ¢ = (T, h) bestimmt. Das eigentliche thermodynamische Poten-
tial ergibt sich dann aus G(T,h) = H(T, h, ).

Fiir h = 0 ergibt sich aus der Sattelpunktsbedingung &‘;% =0

[ 0 T>T
ll]_ (%)1/2 T<T,

d.h. wir finden einen Phaseniibergang zwischen einer Phase mit y = 0 fiir T > T, und einer
Phase mit $? > 0 fiir T < T,. Aus einem Dimensionsvergleich ergibt sich eine charakteri-
stische Korrelationsldnge ¢ = (c/ |r\)1/ ? (siehe Statistik I). Im Allgemeinen kann man auch
¥, Po-Terme u.s.w. in H, aufnehmen und bekommt dann gegebenfalls diskontinuierliche
Phasentiibergdnge wie beim s > 3 Zustands-Pottsmodell.

Es zeigt sich allerdings, dafs die Vorhersagen, die sich mit der Sattelpunktsapproximation aus
H, ableiten lassen, in der Ndhe von kontinuierlichen Phaseniibergidngen nicht mit den Expe-
rimenten {ibereinstimmen. Dies signalisiert das Versagen der Landauschen Theorie. Um tiber
diese hinauszugehen, ohne wieder auf mikroskopische Modelle zuriickzugreifen, die ja fiir die
Beispiele aus unserer Tabelle ganz verschieden wiéren, haben Levanyuk (1959) und Ginzburg
die Landau-Theorie konzeptuell erweitert und H [h(x), P(x)] als effektiven Hamiltonopera-
tor betrachtet. Das thermodynamische Potential

G(T, {h(x)}) = —TInZ = —Tln/Dlp(x) e /T 9.9)

ergibt sich jetzt durch Summationen tiber alle Zustinde {y(x)}, die wir, zunédchst symbo-
lisch, als [ Dy(x) geschrieben haben. Benutzen wir die diskrete Darstellung (9.4), dann ist

[ Dyix) = T1 [ dy.

Fouriertransformation

Benutzen wir (9.5), dann ist es zweckmiBig, das Feld 1(x) tiber seine Fouriertransformation
Yy darzustellen. Es gilt

1 .
(x) = 7d Zklelklek-

L ist das angenommene Periodizititsvolumen von ¢(x), d.h. p(x + Lé,) = p(x), « = 1,...,4d,
d.h. ky = 2tn/L mit n = 0,£1, £2, .. .. Aufgrund der atomistischen Struktur aller von uns be-
trachteten Systeme bricht die Feldbeschreibung auf Skalen Ar ~ § zusammen. Variationen auf
diesen Skalen werden durch ¢y mit |k| > 71/0 beschrieben, wir setzen deshalb diese ¢, = 0.
Auflerdem ist zu berticksichtigen, daf$ ;. = ¢_, gilt, wie man aus der Umkehrtransformation

P = /ddx e 1 XY(x) = ay + iby
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sieht, i.e. ax = a_j und by = —b_. Damit folgt

[ w0 =IT [ dwne =TT o,

(ax, by reell), wobei der Strich an [] bedeutet, daf$ das Produkt nur tiber die Hilfte aller k—
Vektoren (“k > 0”) zu erstrecken ist. Wir setzen jetzt noch die Fouriertransformation in . ein
und erhalten

1 1 u
H = = Z - (V(T) + Ckz) PP + 173 Z L Y U S i
L m 2 4L ki, ko k3

1
+ ﬁ lekh—k/
k

wobei wir
/ dlx eXk = L6 4

benutzt haben. Wenn nétig kann man noch zu reellen Grofen iibergehen, i.e. Y ¢p_i = aj + bi.
27tn = k, L lauft iiber L/ Werte und k hiermit iber N = (L/6)“ verschiedene k-Vektoren. Im
Limes L — oo wird der Abstand Ak = Z7 so klein, da8 wir von der Summation zur Integration

tibergehen konnen
1 [ d/ dk d/
= — k=L =L .
; (Ak)d/d (27r)d J

Offenbar entspricht die urspriingliche Landau-Theorie der Anwendung der Sattelpunktsap-
proximation auf (9.9). Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen die Sattel-
punktsapproximation giiltig ist. Hierfiir ist es zweckmaflig, eine Reskalierung vorzunehmen:
wir gehen mit Hilfe der Transformation

p0) =9’ () (rl/w)'?, x=xE, h(x)=H ) |r>?/ul?

zu gestrichenen Grofien tiber. Damit erhalten wir aus (9.5)

1., 1 (|t
THL= 47 ( 2Gi

2 2
Hierist T = T%CTC und Gi = ( MW> = (471271;1/2 (r'T.)4—4/ 2) ist die sogenannte Ginzburg-

Zahl. Die Sattelpunktsgleichung 6 /6y (x) = 0 hat die Form

1/2

,1 . / 1 ! 1 ! /Y
/ddx2{<s1gnr>¢2+4¢4+2<8m )2—h¢}-

(signr)y' +9'° =3y —H =0.

Fiir ein homogenes Feld und freie Randbedingungen folgt fiir die Sattelpunktslosung des
Energieminimums ¢’(x) = ¢’ und ins besondere fiir H' = 0

— [ 0, T>T.
=14, T<T.

((x) verschwindet kontinuierlich fiir T — T, — 0.) Es ist unmittelbar klar, daf fiir |7]*~ >
Gi alle Konfigurationen, die nicht dem Energieminimum entsprechen, auf Grund des grofien
Vorfaktors (|7|*%/2Gi)!/? einen kleinen Beitrag zur Zustandssumme beitragen.
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9.3 Die Gauf$sche Ndherung
Wir entwickeln jetzt Hp ({y(x), h(x)}) bis zu quadratischen Termen in ¢(x) = (x) — P(x),
wobei {(x) die Sattelpunktskonfiguration des Energieminimums darstellt:
He o~ Hu@h)+Ho({¢(x)}) +0(¢°)
_ d [l 22,1 2
Ho = [d'x{5irne?+ 3c@u)?},
oder im Impulsraum

Ho=L"Y" %](k) PxdP—x

K
mit J (k) = |r|x? + ck? und

. — 1, T>T
K2 = (signr +397) :{ 2 T<T,

Fiir spitere Anwendungen wollen wir jetzt H,/ T noch um einen linearen Quell-Term — [ dx j(x) ¢(x)
erweitern. Nach Fouriertransformation 14f3t sich die Zustandssumme Zj berechnen

o= [ ) exp (~iko0), i = 4 = g + i

Zo(TAjx}) = [ Dg(x)e P+l axiom

co [e%]
_J®) [ 2 42 2T
= H/dak/dbke A7 [’lk+bk ](k)(“k“k+bkﬁk)]
k>0_"

—00

(im Exponenten treten in der Summe tiiber k tatsdchlich alle k auf). Ferner gilt j_y (ay + ibyx) =
ayax — b _x +iba_y 4 iB_kay, da der Exponent reell ist, fallen die imaginédren Terme aus der
Summe heraus. Jetzt konnen wir den Exponenten quadratisch ergédnzen

Damit wird

Mit dem GauBschen Integral [*_dxexp (—a?x?) = \/7/a erhilt man

Zo(T,{j(0)}) = @ﬁgwMWW®>
T

0) eﬁ Y jkj—k] (k) ‘ (9.10)



Zo(T,{j(x)}) ist ein erzeugendes Funktional, weil sich aus ihm durch Ableitung nach ji (oder
j(x)) Korrelationsfunktionen erzeugen lassen.

Zunichst setzen wir j(x) = 0 und berechnen die gaufschen Korrekturen zur Sattelpunktsnédhe-
rung. Aus (9.10) folgt

G(T,h) = 21 [ TLT (9.11)

9.3.1 Die spezifische Warme

Wir wollen jetzt die spezifische Warme in der Ndhe von T, ausrechnen. Aus der MFA ergab
sich fiir h =0

_ 0 , T>T,
Hi($,0) = GMFA(T,0) = { L - (T-T)?, T<T.
Dies impliziert fiir C;II’IFA =T (g%) T ( aTZ) = Ld%T fur T < T, und CL\/IFA = 0 fir
T>T,
A Gy
Chio

i .

\
MFA T

Abbildung 9-6: Speizifische Warme in der Nahe des Phasentibergangs: der Sprung folgt aus
der Landau-Theorie, die Singularitidt aus der Gausschen Ndherung

Um die Fluktuationskorrekturen zu bekommen, differenzieren wir (9.11) nach T. Dies ergibt

2
N 1 x*7(T,) K2 ( )T
gauss __ c
c _E:F;;]i 2( ).

wobei das obere Vorzeichen fiir T > T, und das untere fiir T < T, gllt.

d
Wir ersetzen jetzt ) = L% [ ((2:1”3‘0, = LK, [ k?~'dk, wobei wir formal Kugelkoordinaten in d—
K

Dimensionen eingefiihrt haben. K; = S,/ (2m)? = 2=97~4/2[T(d/2)]~!, S; ist die Oberflache
der d—-dimensionalen Einheitskugel. Das erste Integral bleibt an T, endlich da es von grofien
Impulsen dominiert wird und ergibt im Limes T — T

d—
:FLdedKZV/ TC / kd 1dk _ :[:4K KZ d—1 §(0> 2 Gil/Z ACMFA
2 c J k2 )
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(¢(0)/9) ist von der Ordnung O(1). Der zweite Beitrag liefert jedoch im Limes T — T, einen
divergenten Beitrag in d < 4 Dimensionen. Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend, den 2. Term
wieder fiir T — T. auszurechnen, dies ergibt

T? 442 Koldk 27Ky 4 ( Gi "2 s
—L K ~ A .
S U [ K g ) AC

[

Insgesamt 1463t sich die spezifische Warme also in gaufsscher Naherung als

— Gi
Ch:()(T) :C;IYE(?—%AC%YE? (1:FC1 GI+C2 |T‘41_d>

schreiben, wobei ¢; und ¢; Konstanten sind (c; hdngt noch von ¢(0) /4 ab.). Man sieht, daB8 die
Fluktuationskorrekturen fiir T — T. divergieren. Es wird sich zeigen, dafs hohere Korrekturen
noch starkere Divergenzen aufweisen.

9.3.2 Korrelationsfunktionen

(n)

Wir kommen jetzt zur Berechnung von Mittelwerten der Form Cy ™/ (x1, ..., Xx) = (¢(X1),. .., ¢(Xn))o,

die sich als Funktionalableitung von (siehe (9.10))

Zo(T, {j(x)}) = <ef dxf(x)¢(x>>0 — o [ [dMxd™Y j(x)] ! (xx) j(x)

schreiben lassen. Hier haben wir in (9.10)

Ty ) — L—d —ik(x—x’)i
J (X S ) Zk:e ](k)
eingefiihrt (ji, = [ d%x j(x) exp (—ikx)).
Wir betrachten Beispiele:
(i) 5
G () = (9000 = 555 20(TAiOD)| =0
(ii)
52 5 .
Gy xax) = (90 @0y = 5o (T AN
= TJ Yx —x2).



(iii)

3
6" 1 x2x0) = (00,02 $00)0 = gyt s (T G0N, =0,
(iv)
oV (x1, %2, x3,%3) = (P(x1), p(x2) P(x3) P(x4) )
B 5 o
= S50 e 2T N,

=T []_1(X1 —x2) [ H(xs — xa) + ] (x1 = x3) ] (x2 — x4)
+ 77 g —xa) ] x — X3)}

= CP (x1,%2) C (x3,x4) + CP (x1,x3) C? (32, %4) + C (x1, x4) C¥ (32, %3) .

Die Verallgemeinerung ist evident:

(p(x1) p(x2) ... ¢(x4)), = 0 falls n ungerade ist
(B(x1) 9(x2) .- 9xallg = (9(x1) px))o (9(x3) Bxa))g - (B(xa 1) @(xa))o + (1 — 1)1l 1)

weitere Paarungen .

Dies ist der Inhalt des Wicktheorems: Die n—Punkt—Korrelationsfunktion C((]”) (x1,...,%n) zerfdllt
in (n — 1)!! Summanden von Produkten aus n/2 Paarkorrelationsfunktionen.

9.4 Kumulanten

Auch die mit dem vollen Hamiltonoperator berechneten Korrelationsfunktionen

X1)...A(Xy e HINY/T
qun)(X1,...,Xn) =(A(x1) ... Alxn)) = 120 (A(fglPe—A?f{l/J})/T )

lassen sich als Funktionalableitung

(57’1

M (xq,...,xp) = Z({i
CH0x, - xu) 5]’(xl)---f5j(xn)Z({]}>){f<x>}=0

schreiben, mit
Z({j(0)}) = (el 040}

Die A(x) sind beliebige “Operatoren”, Beispiele fiir A(x) sind ¢(x), ¥(x), ¥?(x) etc.. Neben
den C(™ (x1,...,Xy) existieren noch irreduzible Korrelationsfunktionen oder Kumulanten

KW (x, .. %) = ((A(x) ... A(xa))) = 00 .5.”.5],<xn

;I Z({j})]

j=0
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So 148t sich die lokale Suszeptibilitit x(x — x") als

X(x—x') = 3 (p(x)) /0h(X) = 1 ((Px)p(x)))

schreiben. Der singuldre Anteil der spezifische Warme folgt aus
2 ) 2
(sing) _ 9’G A(lrlx) )" (¥*r(0)) / Ao qd /72 N2 (o
C Y =-T (S(MKZ)Z A Tar N dxd®x’ ({(p*(x)yp*(x)))

Wir vergleichen jetzt noch die Entwicklung von

u.s.w..

2(j003) = Yoy [ @' dtn o) i) (AGa) - Ax)
mit der von In Z

nZ({j(x)}) = i1/ddaq...ddxnj(xl)...j(xn) {A(G) ... Alx)))

Die ((A(x1) ... A(xy))) sind die sogenannten Kumulanten
((A())) = (A(¥)
((Aa) A(x))) = (Aka) Alx2)) — (A(x)) (A(x2))
((A(x) Alx2) A(x3))) = (A(xa) Alx2) A(x3)) — (A(x1)) {(A(x2) A(x3))

(A(x2)) (A(x1) A(x3)) — (A(x1) A(x2)) (A(x3)) +2(A(x1)) (A(x2)) (A(x2))

u.s.w.. Die Kumulante n-ter Ordnung ist eine Korrelationsfunktion, die nicht das Produkt un-
korrelierter Momente niedriger Ordnung enthélt. Wir kommen spéter auf diesen Punkt zurtick.

9.5 Storungstheorie

Wir betrachten jetzt den vollen Landau-Hamiltonian fiir T > T, so daf8 () = 0 gilt und stellen
uns die Aufgabe C(x) = (¢(x)¥(0)) zu berechnen (h = 0).

J Dy e TP p(x)p(0)
Cla) = fp¢ —UDR)

Dies ergibt nach Erweiterung mit Zy und Entwicklung nach u
L ()" () di p ) g )9 (0))
C(x) ==
T ()" (S aixpieo)”)
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Mit Hilfe des Wick-Theorems lassen sich alle auftretenden Mittelwerte behandeln. In erster
Ordnung in u erhalten wir

(W) P(0))y — (u/4T) [ d" (P*(x)p(x)p(0)),
1— (u/4T) fddx’ (P* (X)),
Co(x) — (u/4T) [ d?x' [3C,(x)C3(0) 4+ 12Co(x — X') Cy(x')Cy(0)]
1— (u/4T) [ d% 3C2(0)

-3z / d?x’ Co(x — x') Co(x') Co(0).

Cx) =

Q

Allen Ausdriicken lédft sich ein einprdagsame diagrammatische Darstellung geben.

o—O—o

o——o + + o————o0

r 0 r r 0 r 0 ( 2
C(['): +

s OO

u
-0

o0
-
3
=)

Abbildung 9-7: Entwicklung der Korrelationsfunktion nach u bis zur Ordnung u.

In der Ordnung u? erhilt man analog

 {pOp(0)) — g5 S AU (PN p()p(0))y + 5 (35)° S dlx'dx” (pt(x)pt (¢)p (x)(0)),
L= g5 [ (9 (x))o + 3 (47)" S dherd’a” ((x )9 (X)),

Es erscheinen unter der Vielzahl der Diagrammbeitrdge vollstandig zusammenhdngende und
nicht-zusammenhingende. Man tiberlegt sich leicht, daff jedes Diagramm im Nenner auch
im Zahler mit jedem verbundenen Diagramm vorkommt, d.h. daf$ sich die Beitrdge der un-
verbundenen Diagramme wegheben, so wie wir das schon in erster Ordnung der Storungs-
theorie gesehen haben. Fiir C(x) erhalten wir demnach in 2. Ordnung der Stérungstheorie
Diagrammregeln fiir die Berechnung der Beitrdge in der Ordnung " zu C(x)

1. Zeichne alle zusammenhédngenden Diagramme mit Vertices mit vier Linien und zwei
dufleren Enden. Aquivalente Diagramme, die durch den Austausch von Vertices ausein-
ander hervorgehen, miissen als identisch identifiziert werden.

OO

0008

OO OO OO0t &
- )

Abbildung 9-8: Entwicklung der Korrelationsfunktion nach u bis zur Ordnung u?.
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Cr)=o——o +o O o + o O O o+ o 8 °+°—@'—°

Abbildung 9-9: Zusammenhéngende Diagramme bis zur Ordnung 1.
2. Mit jedem Diagramm assoziieren wir einen Integranden, der das Produkt der Cy’s ist, die
den Linien im Diagramm entsprechen.
3. Integriere iiber alle Koordinaten der Vertices.

4. Das Resultat mufl mit (—u/4T)" multiplizert werden, sowie mit einem Multiplikations-
faktor, der sich aus der Vielfachheit des gleichen Diagrammes ergibt.

Wir konen jetzt die vollstandige Storungsreihe graphisch darstellen

cw- v oo 00 ... 000 ...

s 8 . W+...+o_@_o+o_@._@_o+m

Abbildung 9-10: Zusammenhingende Diagramme bis zur Ordnung u* (unvollstindig).

Sogenannte Einteilchen-reduzible Diagramme, die sich durch Zerschneiden einer Linie in
zwei Diagramme zerlegen lassen, treten in allen Ordnungen auf und haben in der Impulsdar-
stellung eine einfache Produktstruktur.

Wir betrachten jetzt die Fouriertransformation der Diagramme. Die Korrelationsfunktion in
Gaufsscher Naherung war (T > T;)

Colx) = ($P(0)y =TT (x) = 7 ;kaﬂi) - LG,

Nebenrechnung:
W)y = [ dlndi (pix) gl )ge oo
- le/ddxlddXZ;e—ixl(mklwxz(k—kz)](71"()
= Ld§5k,k1‘5k,k2](]1;)-
Damit folgt

(Pt ) = Ld](];()(Sk,—k/ = Co(k)dx, 1 -
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Fiir die Entwicklung von C(k) = (¢_i) konnen wir den ersten nicht-trivialen Diagramm-
beitrag in der Form

_ilz / d?y’ Co(x — X/) CO(_X/) Co(0) =

déy /ZZZLM o~k +ikiX (1) Gy (k1) Co (o)
ki
-2 Llsd ZZCG k) Co(ler) e,
d.h. die Reihe fiir C(k) beginnt mit den Termen (Cy(k) = Co(—k))
Co(k) — Co(K) 3{:‘ L13d ZCO Co(K).

Man tiberlegt sich leicht, dafd die Terme hoherer Ordnung eine analoge Produktstruktur haben
und sich daher in der Form einer geometrischen Reihe aufsummieren lassen:

C(k) = Co(k) + Co(k)X(k) Co(k) + Co(k)Z(k) Co(k)Z(k)Co(k) + - - -

und damit

oder

Dies ist die sogenannte Dyson—Gleichung. ¥ (k) umfaft alle Einteilchen-irreduziblen Dia-
gramme, deren dufleren Linien “amputiert” worden sind.

Dyson-Gleichung Diagramme zur Selbstenergie.

Innerhalb dieser Diagramme konnen wir jetzt wieder partielle Summationen ausfithren und
zu einem einzigen Diagramm zusammenfassen

¥ P 0 eged o

Beispiele fiir die partielle Aufsummation von Diagrammbeitrdgen zur Selbstenergie.

wobei die Doppellinie das C(k) der Dyson-Gleichung (statt Cy(k)) bedeutet, und (k) kein
weiteres Diagramm aufier diesem umfafst. Analog kann man innerhalb der Stérungsreihe fiir
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2 (k) in den Diagrammen Subdiagramme identifizieren, die Korrekturen zu u darstellen, und
deren Gesamtsumme wir mit I'(ry, x2, X3, X4 ) bezeichnen.

1 3 1 301 4 1 2
P = JL = 600 WX+ XX+ XX

Diagramme, die die Kopplungskonstante u renormieren.

Damit la8t sich der vollstindige Selbstenergieteil X (k) in der Form Abb. 9-11 darstellen. Nattirlich
wird jetzt das Problem auf die Berechnung von I'(x1, X2, X3, X4) verschoben. Die Korrelations-

Abbildung 9-11: Vollstandige Selbstenergie.

funktion C(k) hangt eng mit der globalen Suszeptibilitat zusammen (T > T,)

X =00 /3h(x) = 1 [ 4 (B0 YIXN)) = g (o)) = €l =0).

Spezifische Wiarme

Zur Berechnung der spezifischen Warme miissen wir { (?(x)$?(x’))) berechnen. Die entspre-
chenden Diagramme sind in folgender Abb. dargestellt

r
+ + + o= W. =>"
Diagrammbeitrdge zur spezifischen Warme.

Neben den Paar-Korrelationsfunktion C(?)(x) kann man auch die Diagramm-Entwicklung fiir
C (”)(xl, ..., Xy) betrachten. Z.B. fiir C*(x1,x2,%3,x4) entstehen folgende zusammenhingende
Diagramme (siehe Fig. 9-12)

r, I, r r, L I, r, r,
I, I r, | r, r;

I 1

r
r, r,
)
+ r, + r/ r
r/ r//
r’er
T, r L

Abbildung 9-12: Diagramme fiir die Korrelationsfunktion cH,
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9.6 Die Hartree-Fock Niherung

Wie wir gesehen haben, ist die “volle” Korrelationsfunktion C (k) iiber die Dyson-Gleichung
mit der “nackten” Korrelationsfunktion Cy(k) und dem “Selbstenergie”-Teil ¥.(k) verbunden

CH (k) = G (k) = £(Kk)
wobei wir friiher schon Cy(k) berechnet hatten:

. T
_7d
Colk) = L -

Wir wollen jetzt (k) in Hartree-Fock-Naherung berechnen, die darin besteht, nur Diagram-
me der Form aufzusummieren. Aus der Storungsreihe von ... konnen wir den Hartree—Fock-

0

Yhr(k) = —% Y C(q).
q

Beitrag zu X(k) direkt ablesen

Auf Grund der Diagrammstruktur ist klar, da8 (k) in dieser Ndherung nicht von k abhédngt.
T xr(k) wird also nur einen Beitrag zu r geben. Bezeichnen wir r — £(0)TL? = m?, dann erhalt
man folgende selbstkonsistente Gleichung fiir m? (siehe Nebenrechnung auf S.185)

= r+3uT/qud1dqn/12—+_cq2.

T 1

2

m =r+3Uu—) —

L4 ; J(q)

Genauer betrachtet enthilt die Summe zwei Beitrage:

Ein Beitrag gibt eine Verschiebung von T, diese folgt aus der Bedingung m? = 0
w/é

1
0 = r’(T—TC)+3uTKdE/qd’3dq
0

3 uTKd T\ 42
_ / _ o a [ — / 'Y
= (T Tc)+2c(d—2)<(5> T +n)—rT,
Tr}
d.h. die wahre Phaseniibergangstemperatur
- T,
S+

ist in der Hartree-Fock Néaherung gegeniiber dem T, der Landau-Theorie um den Faktor
r'/(r" +r}) reduziert.
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Der zweite Beitrag verdndert das kritische Verhalten. Hierzu schreiben wir m? in der Form:

/o
3 1 1 1
2 — (T-T 7T1</d—1 . I T
" P(T-To)+5u do 7 dd e o o
/o

.. 3 —m?q°~1dgq

= (T -T)+SuTRy [ RS

(C_i’_ rl)( C) + 21/[ d ) (mz +Cq2)cq2

v

In d Dimension lafit sich das Integral angendhert auswerten, dabei benutzen wir die beiden

Identitdten
1

(AB)! = /dA (*a+(1-21)B)

0

und -
11 / AN (1> 0).
A" T(n) ) ’

Dies ergibt fiir

/o -1 1 ) /o
_ q° "dg _ / / Ar / —Ap(Aym?+eq?) ,d—1
I Kdo/ e Kdo d/\10 a2 13 [ #1dg.

Da das Integral sich fiir grole g wie g7 ~* verhalt (und damit fiir d < 4 konvergent ist) berechnen
wir I im Limes 71/ — oo:

1 0
I = K / dr / d)tz)LQe_M)‘lmz%F(g)(Azc)_d/z
0 0

1
- 1Kdr(d)c—d/2/dA1r(2— é) (Aqym?)~a=d)/2
2 2 / 2
4—d c4/2
— o=@+ —d2pET YN —(4-d)E
I 2 T e ( 5 )m 5
Dies ergibt als selbstkonsistente Gleichung fiir m?
m? =¥ (T —T.,) — C(d)c?uTm™ >4 (9.12)

mit C(d) = 3-27 @2 7=4/2(d —2)~1T(4;%). Man kann (9.12) unter Verwendung der Ginzburg-
Zahl Gi, der reduzierten Temperatur ¥ = (T — T..)/ T. mit M?> = m?/[#'(T — T,)] in der Form

) PN\ GD/2 s G\ 1/2 »

schreiben. Diese Gleichung mufl man im allgemeinen Fall numerisch (oder graphisch) losen.
Fiir
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(i) Gi < ||* ist der Beitrag der Hartree-Fock-Korrektur klein und man erhalt das MFA-
Resultat M2 = 1, d.h. m? = #(T — T.).

(ii) Gi > 4 ist hingegen der 2.Term in der Klammer dominant und man erhalt

I\ (4—d)/2 —2/(d-2)
m? = 7T, <47r cd) (5 >( Gilﬂ)  72/(d-2)

Dies impliziert (s.u.) die kritischen Exponenten v = 2/(d —2) und v = 1/(d — 2). Da
in der Hartree-Fock-Nédherung c keine Korrektur erhilt ist 7 = 0 (definiert durch ¢ =
c(k) ~ k=) lassen sich aus den (bisher nicht bewiesenen) Skalenrelationen

vd =2 —«
x+26+y=2

herleiten. Dies ergibt & = —% und g =1/2.

Wir wollen jetzt noch einen Fall betrachten, der sich exakt behandeln 1df3t. Dazu erweitern wir
das Feld von einen Skalar zu einem Vektor ¢ = {¢;, i =1...n}

1 1 u
_ dgi 2 1 2, W00
Ho = [ @ {5rg2(x) + 5 @) + 1 (92—}
Wir haben hier 1 durch u /n ersetzt, weil wir insbesondere den Limes n — oo betrachten wollen.
Den Wechselwirkungsvortex u X ersetzen wir durch
RN ACIR ACIE i
! ]

| .8

Die Diagramme fiir ) haben die Form : — . Im Limes n — oo bleibt also nur das

Diagramm gﬁbrig, die selbstkonsistente Rechnung ergibtalsoy =2/(d —2), v =1/(d —2).
Um die spezifische Warme zu berechnen, summieren wir Diagramme der Form

oS

Diesergibtvd =2 —a, a =2 —vd=2—-d/(d—2)=(d—4)/(d—2).

9.7 Die Skalenhypothese

Die Existenz von Beziehungen zwischen den kritischen Exponenten haben wir schon friiher
erwdhnt. Wir wollen diese jetzt aus einigen allgemeinen Annahmen fiir riumlich homogene
Systeme herleiten. Dazu nehmen wir an, dafs der am Phaseniibergang singuldre Anteil der frei-
en Enthalpie, d.h. der Anteil, der das kritische Verhalten am Phaseniibergang beeinflufit, eine
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verallgemeinerte homogene Funktion ihrer Argumente 1 und v = (T — T.)/T, ist (Widom
1965):
Gaing (T, 1) = b™" Gaing (Tb™*, hb™") . (9.14)

Hier ist b ein beliebiger Faktor, A;, und A; sind (noch unbestimmte) Exponenten. Im Wei-
teren werden wir den Index “sing” der Kiirze halber weglassen und statt G die Enthalpie-
dichte g(t,h) = G(7,h)/V betrachten. Zunéchst ist klar, dass mit G auch die freie Energie
F(t,p) = Vf(t,¢) eine dhnliche Homogenitdtsregel erfiillt. Im Sinne der Thermodynamik
ersetzen wir hier () durch . Tatsdchlich erhélt man aus der Legendre-Transformation

) = g+ g(r,h) = b= (5dg) (o) + g (vo,mo )}
Daraus folgt
f(r, ) =b T f(Tb,gpb™),  Ay=d—Ay. (9.15)

(9.14) bzw. (9.15) konnen als simultane Transformation von 7, h bzw. ¢ sowie des Langenmaf3-
stabs verstanden werden:

x—=x/b=x, Tt =1, h—=h® =1, -y =y (9.16)

Als Beispiel betrachten wir die freie Energie der Landau-Theorie im Limes ¢ — co. In diesem
Fall ist i immer rdumlich konstant und V¢ verschwindet (r = tT.’) :

L 1 U L/b 1 2 U 4
d d.r.d —d —d —d
Fr(t,9) :/0 d x{27¢2+4lp4} = /0 dx'b {zr'b /2 (') -i—Z(l/J,b /4) }
= b F(tb"2, b)) = b UF (T, ).
Entsprechend unserer Annahme rdaumlicher Homogenitdt haben wir Gradienten-Terme ver-
nachléssigt. Wir erhalten also A; = d/2, Ay = d/4, Ay, = (3/4)d und damit g = 1/2, v =
1, « =0, § = 3. Formal erhalten wir hier auchv = 2/d und 5 = (4 — d) /2, aber diese Exponen-

ten beschreiben rdumlich inhomogenes Verhalten, das fiir c — co unterdriickt wird. Tatsdchlich
zerstort der Gradiententerm die Homogenitit von F als Funktion von T und ¢:

b 2 L/bd/d —Ixo!,p—d/4)\2 Ld a2
/dxc(Vt/J) :/ AU b (b1 pb /%) :/ dxc (V'y')2.
0 0 0

mit ¢’ = cpd—4/2,

Ein konsistentes Bild liefert die Ornstein—Zernicke Theorie fiir T > T, in der nur die quadra-
tischen Terme in 1 in F mitgenommen werden (mathematisch ist das die Gaufssche Ndherung
von 9.3):

L 1 1
Foz(t, ) = /O d’x {2r¢2+ 2c(V1/J)2}
L/b
_ /O d4x'pe {;r’b_Z(b_(d_Z)ﬂgb/) + %C(b—lvl . le—(d—Z)/Z)z}

= b Foz (T pb2/?),
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ie Ar =2, Ay =(d—2)/2, Ay = (d+2)/2,worausv = 1/2, n =0, y = 1La = (4—d)/2
folgt. Formal erhalten wir weiter = (d —2)/4und é = (d+2)/(d —2), aber diese Exponenten
haben im Rahmen dieser linearen Theorie keine Bedeutung.

Als néchstes stellen wir den Zusammenhang zwischen den Exponenten Ay und A: und den
kritischen Exponenten her. Aus

a9g _
%——UJ

folgt:
P h) = b gl (abe, )

g’(z) bedeutet die erste Ableitung der Funktion ¢ nach dem zweiten Argument etc.. Mit der
Wahl |7|b™ = 1 erhélt man

Y(t,h) = —|T|ﬁg’(2)(signT,h|T\‘Ah/AT), B=A2p/Ar. (9.17)
Umgekehrt folgt mit hb% = 1
YT, h) = —h gl (Th™ 5B, 1), 6= Ny /By (9.18)

Einfache Potenzgesetze erhdlt man aus (9.17) bzw. (9.18) im Limes & = 0 bzw. T = 0.

Als néchstes betrachten wir die zweite Ableitung nach T bzw. h. Die Suszeptibilitit folgt aus
_ alP _ —d+20, 1 Ar A
X(T,h)_a—h——b "8 (o) (TD7T, hb™"),
ie.

Ay — Ay
Az

|_Ah/AT)’ —

x(t,h) = —[t| 778y (sign T, h|T : (9.19)

Fiir die spezifische Warme erhélt man analog

ot\* & 1 i, i A A
c(t,h) = -T 3T ﬁg(r,h) ~ _fb “8(hy (0%, hb™)
und damit
I wsaey o 2Dc—d _d
C(T,h) = —TC|T| g(l)(SIgnT,hh‘ L ), N = AT —Z_Air

Die Skalenfunktionen ¢(") sind u.a. fiir T < 0 verschieden, d.h. hingen von Vorzeichen von T
ab.

Experimentell sind die Resultate der Skalenhypothese gut bestatigt, wie man am Scalingver-
halten von CrBrz (Magnetikum) sieht.

Wir wollen schliellich noch den Zusammenhang mit der Korrelationsfunktion K(x) = ((y(x) ¢(0)))
herstellen, fiir die wir eine analoge Skalenhypothese postulieren

KT, 1) = |x| =924 oy (x| /&(T, 1)) (9.20)
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Abbildung 9-13: Scalingverhalten von CrBrz im dufSeren Feld

mit der Korrelationsldnge ¢(7, 1) und

pl(x)’\‘{ pr{0) X0

e~ , X —>00.

Tatsédchlich war unser MFA-Resultat fiir K(x) von der Form (9.20) mit # = 0.

Wir stellen nun den Zusammenhang mit den thermodynamischen Grofien her. Dazu benutzen
wir die Relation

x =) /oh = [ 4 ((p(0) p(x))) = 1 [ A K(X),

wobei wir wieder die rdumliche Homogenitét des Systems voraussetzen. Mit obiger Skalenhy-
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pothese folgt

1 1 Ko 7 4
X(Tfh):f/ddx ez (X780 = = [ e/ dr

L
ol
s
—
—
(a]
~—
e
v
=

Durch Vergleich mit (9.19) folgt
ST, ) ~ [Tl gy (Ll 2/, v =

Am kritischen Punkt =1 = 0 gilt

K(x;0,0) = rf(dfﬂﬂ)f?l(o) = <<1/)(x') 1/J(X+x/)>> ‘

Wenn wir jetzt die Transformation (9.16) einsetzen, erhalten wir mit bx’ = x, ¥(x) = b=2¢y’ (x')
K(bx';0,0) = b= =21 01 (0)|x/| 74271 = b2 << ¢/ (X") ' (X +X") >>,

woraus wir Ay = (d — 2 +17)/2 schlieSen. Die Ornstein—Zernicke oder Gaufssche Nacherung
gab Ay = (d—2)/2,dh.n =0. Ay, Ay, etc. werden als die Dimensionen der Felder bezeich-
net. Eine Zusammenstellung der Beziehungen zwischen A, Ay und den kritischen Exponen-
ten sowie die bisher berechneten Werte von A;, Ay in verschiedenen Modellen findet man in
folgenden Tabellen:

Tabelle der kritischen Exponenten

x=2—dv=2-— Ai =2—wvd (Hyperscaling)
B=Ay/Ar=2—-a)/(04+1)=2—-7—na)/2

v =(Bp = Ay)/Ar = (d —24y)/Ac =v(2—17)
d Y
=M /Dy=-——1=1+1
Ty B
V:1/AT
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Tabelle der Skalendimensionen

Ac Ay Ay=d—A,
MEA Landau (¢ — o0) d/2 d/4 3d/4
Ornstein-Zernicke (8 = 0) 2 (d-2)/2 (d+2)/2
Hartree-Fock d—2 (d—-2)/2 (d+2)/2
Migdal-Kadanoff d—1
ind=1+e€
d = 2Ising 1 1/8 15/8

Im néchsten Kapitel werden wir einen systematischen Zugang zur Berechnung der Ay, A, ...
kennenlernen: die Renormierungsgruppen-Methode.

Der Vollstandigkeit halber sei erwéhnt, dafl obige Gleichungen zwischen den kritischen Expo-
nenten sich als Grenzfille von Ungleichungen ansehen lassen, die sich aus den in 5.3 betrach-
teten Ungleichungen fiir thermodynamische Grofien herleiten lassen:

a+2p+vy=>2
a+pO+1)>2
v=p06—-1)
2-nv=vy
dv>2 —«u

R. Griffith stellte 1970 die sogenannte Universalititshypothese auf, nach der die (statischen)
kritischen Exponenten universell sind und nur von der

(i) Dimension des Systems,

(ii) Symmetrie der ordnenden Wechselwirkung (Ww) (insbesondere der Komponentenzahl
1),

(iii) Reichweite der Ww (kurzreichweitig < r~(?+2), langreichweitig > r~(@+2))

abhéngen.

9.8 Die Renormierungsgruppen (RG)-Methode

Die folgende Darstellung folgt weitgehend M. E. Fisher, Rev. Mod. Phys 46, 597 (1974).

Unser Problem besteht ganz generell in der Berechnung der Zustandssumme Zy eines wechsel-
wirkenden Systems mit einer groffen Anzahl N von Freiheitsgraden (FG). Im Fall des Landau-

209



Ginzburg-Hamiltonians ist N = (L/6§)“

H,

y - 1
ZN:SpNeH, H:—f

2B.H = He({$(x)},h), Spy = [ D(x).
Aus Zy folgt

_ . 1 _
§l) = ~g(T,n)/T = im L InZy (7).

Die Grundidee der RG haben wir in Kapitel 7.3 kennengelernt. Sie besteht in der sukzessiven
Elimination von FG aus dem System und enthilt folgende Elemente:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

‘H wird in einen neuen Hamiltonian #’ transformiert
T = R[H).
Rist der sogennante RG-Operator, der im Raum der Hamiltonians wirkt.

R reduziert die Zahl der FG von N zu N’ = N/b". Haufig wird R als Partialspur iiber
(N — N') der N FG verstanden:

, i}
et =sSpl, et

Wesentliche Bedingung an R ist, daf die Zustandssumme erhalten bleiben mufl

Zw A = Zn[H).

Um die rdumliche Dichte der FG zu erhalten, werden alle raumlichen Vektoren mit einem
Faktor b reskaliert
x —x =x/b.

Fiir Impulse gilt entsprechend
q—4q =qb.

Um die urspriingliche Fluktuationsstdrke zu erhalten, werden die Variablen reskaliert.
Insbesondere gilt ¢(x)

p(x) = ¢'(X) =9(x)/, T=C[H],

i.a. muf diese Transformation nicht-linear sein (s.u.). Damit hangt R von b und  ab. Es
giltmit L' = L/b

(M) = ;dmzwpwp:;dmzmﬁp:MQﬁL 9.21)
K(x) = ({px) 9(0))) = K(x, 7) = KT 7. 0.2)

Letztere Beziehung definiert { = C[H].

La. ist die Bestimmung von R schwierig und kann nur niherungsweise erfolgen. Ist R
bestimmt, verfdhrt man wie folgt
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(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Die Transformation wird wiederholt

— A

A" = RIA'| = RIR[A]], A" =R[H"] etc..

Man versucht jetzt durch Variation der Parameter im Ausgangshamiltonian H, z.B. T
oder h, einen Fixpunkt 7* der Transformation R zu finden, so daf

gilt. Man nennt solch einen Ausgangshamiltonian kritisch. Dann gilt auch
Kix, 7] = (£")*K[x/b, H"]

mit * = (] [#1*]. Am Fixpunkt gilt (wegen der Transformation der Korrelationslédnge
Z[H] = b¢[H'] beim Ubergang von H zu H')

gl =be[H],

diese Gleichung hat nur die Losungen ¢ = 0 und ¢ = oco. Fiir { = oo, d.h. am kritischen
Punkt, gilt daher
Kix, H* ] ~r 2, dh. *=b"".

Um die Anndherung an den kritischen Punkt zu beschreiben, linearisieren wir Rum H*
H=H*"+0Q, c k1)
H' = R[H] = R[H* +0Q] = H* +cLQ + O(c?).
L ist ein linearer Operator mit Eigenoperatoren Qj und Eigenwerten A;,
LQj = AQ;.
L und damit A hédngen von b ab. Durch aufeinanderfolgende Anwendung des Operators
L mit b = by, by sowie by - by erhilt man
Aj(b1) Aj(by) = Aj(biby), dh. Aj(b) = bV

Die A; sind unabhéngig von b! Unter den Eigenoperatoren Q; lassen sich ganz allgemein
der Ordnungsparameter i sowie die Energiedichte ¢ flnden die entsprechenden Eigen-
wertexponenten A; sind positiv. Ein konstanter Term Qo in H entspricht den Eigenwert
b, dh. Ay =d.

Wir entwickeln jetzt cQ = }; 0;Q; (streng genommen miifiten wir hier die Vollsténdig-
keit dieser Entwicklung zeigen, die wir hier als gegeben annehmen wollen). Wir kénnen
dann g[H] als Funktion der Koeffizienten o; ansehen, die die sogenannten (linearen)
Skalenfelder darstellen: ¢[H| = g(00, 01,07, . ..). Aus (9.21) erhalten wir

A ~ gIH* + ) obY Q)] = b g[H]
)

und damit

3(00,01,02,...) = b= g(bYay, bMoy, b0, .. ). (9.23)
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Identifizieren wir o7 mit 7, 0 mit /1, dann sieht man, dafy (9.23) der Skalenhypothese
(9.14) von Widom entspricht, wenn wir die Eigenwertexponenten mit den Dimensionen
der Felder identifizieren Ay = A, Ay = Ay, etc.. Wir haben damit formal die Giiltigkeit
der Skalenhypothese von Widom fiir g gezeigt.

Analog folgt aus (9.22) in der Néhe des Fixpunktes fiir die Korrelationsfunktion:

X

b

K(xH+ Y 0;Q) = b2 KX, H) m b M K(E, A + Y oiQ))
j j

S

und damit

K(X,O’o,O’l, .. ) = b_ZA"’ (%, UobAO,Ulb/\l,O'zb/\Z, .. ) .

Im Speziallfall oy = 7, 0 = h entspricht diese Relation unserer Skalenhypothese fiir K.

(ix) Die Universalitdt des kritischen Verhaltens ganz verschiedener Systeme (z.B. von XY-
Magnetika und suprafluidem He) 143t sich aus der Existenz einer i.a. grofien Zahl von
irrelevanten Eigenoperatoren Q; erkldren, fiir die A; < 0 gilt. Im Raum der den Hamil-
tonian charakterisierenden Parameter oy, . . ., o exisitiert eine kritische (Hyper-) flache,
die durch 0; = 0Vj mit A; > 0 (die relevanten Skalenfelder) gebildet wird. Seien diese die
erstenn 0; (j = 1,...,n). Alle Hamiltonians, die auf dieser Flache liegen, und sich durch
die Werte ihrer ¢}, (mit A; < 0) unterscheiden, haben den gleichen Fixpunkt H* und das
gleiche (asymptotische) kritische Verhalten.

kritische Flaeche

Abbildung 9-14: Renormierungsgruppenfluss im Raum der Hamiltonians

(x) Addiert man eine Storung zu #H, dann kann diese an einem bestimmten Fixpunkt rele-
vant oder irrelevant sein, abhidngig vom Eigenwertexponenten der Stérung. Irrelevante
Operatoren beschreiben Korrekturen zum “Scaling”.

In der Regel wird der mikroskopische Ausgangshamiltonian quantenmechanischer Natur
sein. Andererseits haben wir bereits den (klassischen) Landau-Ginzburg-Hamiltonian ein-
gefiihrt, von dem wir erwarten, dafl er das kritische Verhalten (in der Nahe von T.) korrekt
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beschreibt. In diesem Fall mufs ein hinreichend allgemeines Argument existieren, das uns er-
laubt Quanteneffekte zu vernachldssigen.

Wir beginnen mit der Heisenbergschen Unschérferelation fiir die quantenmechanische Unschérfe
Af = (f?) - (f >2, Ag = (§?) — (§)* zweier Observablen f, g, deren Operatoren der Vertau-

schungsregel [f,§] = —ih¢ gentigen. In Analogie zu unserer fritheren Herleitung (vergleiche
Skript Quantenmechanik, Kapitel 2.6) erhélt man

(€

Af-Ag > g . (9.24)

Wir identifizieren jetzt f mit H und ¢ mit den Ordnungsparameter—Operator ) (z.B. einer Kom-
ponente des Spin-Operators). Aulerdem nehmen wir an, daf8 ¢ selbst nicht explizit von der

Zeit abhingt. Die Zeitabhingigkeit von (i) wird dann durch den Operator <1,IAJ> = % ()
gegeben, wobei 1/3 = % + %[7:[, P = %[7:[, ] gilt. Zusammen mit (9.24) erhalten wir hieraus

Wir wollen jetzt weiter annehmen, daf sich die zeitliche Anderung von (¢) durch eine charak-
teristische Zeit w; ! (zumindest groenordnungsméagig) beschreiben 146t. In diesem Fall ergibt
(9.25)

| o

AE - Ay > . (9.25)

NSt

(9)

Q.

h -
AE- Dy > 5w ()], (9.26)

wobei sowohl ein einfaches Relaxionsverhalten % (P) = w;' () als auch oszillatorisches

Verhalten % () = iw; ! () moglich ist. Damit eine klassische Beschreibung méglich ist, muf
AYp < }<1/AJ>| gelten, so dafs aus (9.26)
AE > hw,

folgt. Zur Anwendbarkeit der klassischen Statistik mufs ferner die quantenmechanische Ener-
gieunschdrfe AE klein gegeniiber kT sein. Dies ergibt die gesuchte Bedingung fiir die An-
wendbarkeit der klassischen Beschreibung in der Nahe eines kritischen Punktes (kg = 1 in

unseren Einheiten)
o)

In der Néhe eines Phaseniibergangs verlangsamen sich auf Grund der korrelierten Bewegung
von Gebieten der Grofle ¢ ~ |t|~Y — oo die charakteristischen Zeiten wie

wc_lwéjz (z>0),

wobei z der dynamische kritische Exponent ist. Dies impliziert, dafl Quanteneffekte, abgese-
hen vom Fall sehr tiefer Temperaturen, nicht wichtig sind. Das obige Argument ist heuristisch,
es gibt aber viele konkrete Beispiele, in denen man explizit sehen kann, wie die Quanteneffekte
aus der Rechnung herausfallen.
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Als Beispiel betrachten wir ein System wechselwirkender Gitterschwingungen (opt. Phono-
nen) mit dem Hamiltonian fiir die Gitterauslenkungen ;

- 1 4 1 - N 1 N N
"= ;{ZMadP? +af Lrw? + iwi“] } +50 L (=)

<ij>

" h Aa h
il = (sij P [Pk, l[)q] = leLd 7 (Sk,fq .

Nach der Fouriertransformation kann man die sogenannte thermodynamische (oder Matsubara—
) Greensche Funktion einfiihren:

n/T

[ e (Tedu(o) s (0) dr

0
wp =2mnT/h, i (1) = P/ iy e P/

Gk, wy) =

Sk

T ist der Zeitordnungsoperator fiir imagindre Zeiten it = v, n = 0, £1,£2,.... Im klassischen
Limes kommutiert H mit ¢, i.e. ¥, (T) = ¢1(0), so daf

Gk, wn) = C(K) b, 0-

Quantenmechanisch erhilt man in ungestorten Fall (8 = 0)

T
M(w? + w?(k))

Go(k, w,) = L°

J(k)/M = w?(k) ist die Schwingungsfrequenz der freien Phononen. Unter der Bedingung
(9.27), d.h. fiir w,, = 27T /h > w,(k) geht Go(k, w,) in Co(k) tiber. we(k) = (J(k)/M)"? =
\/% (r + ck?)1/2 verschwindet im langwelligen Limes k — 0 tatsdchlich am Phaseniibergang
wie

we(0) ~ 2 EL, z2 =1,

In der Diagrammtechnik fiir thermodynamische Greensche Funktionen, die in der Impuls-
Frequenzdarstellung ganz analog der Diagrammtechnik im klassischen Fall abhdngt, kommt
zur Summation tiber die Impulse noch eine Summation tiber die Frequenzen w; hinzu. In der
Néhe eines kritischen Punktes (r — 0) ergeben sich Divergenzen (und damit Korrekturen zum
kritischen Verhalten) nur vom klassischen Summanden w,, = 0. Dies dndert sich nur im Limes
T — 0, wo aus der Summe iiber w; eine Integration wird

h
L= g [ de

und
TLY

Golk,w) = r+ ck? + Mw?

wie das Go(k) eines (d + 1)-dimensionalen Systems mit k3, = Mw?/2c aussieht.
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9.9 Die Anwendung der RG auf den Landau-Ginzburg-Hamiltonian

Wir beginnen mit einigen trivialen Beobachtungen:

Im GaufBschen Limes (8 = 0) haben wir A; = 2 und Ay = (d — 2)/2 gefunden. Da in die-
sem Fall der Hamiltonian in den unabhéngiger Moden zerfillt, besteht R, abgesehen von der
Generierung einer Konstanten, in einer blofSen Reskalierung;:

R[Ho(t,h)] =InZo~ + Ho(Tb, hb™) .
Setzt man diese Transformation jetzt in den vollen #| ein, so folgt

R ¥ 1 1 1 /
OZ[HL] = _? /ddx/ {27"/TcT/l/),2 + EC(V/IIJ,)Z — hlll]/ + % 1/1,4} ,

mit v/ = tb%, ¢ = b2y, ' = hyp® und v’ = ub?** = ub*~, d.h. der Operator [ déxy?(r)
ist fiir d < 4 eine relevante Stérung mit Eigenwertexponenten A, = (4 — d), die unter der (hier
trivialen) RG Transformation anwéchst. Fiir spatere Anwendungen notieren wir noch, dafs eine
Storung [ d?x " (r) einen Eigenwertexponenten

Ap=d—=2nAy =d—n(d—2)=(2n—d(n—1))

hat. D.h. am Gaufischen Fixpunkt wird diese Stérung fiir d < 2n/(n — 1) relevant. Insbeson-
dere gilt fiir n = 3, dafs diese Storung nur in d < 3 Dimensionen relevant ist.

Umgekehrt (das wird selten gesagt) kann man mit dem Skalenverhalten der ursprunglichen
Landau-Theorie (beschrieben durch F;) starten (A = d/2, Ay = d/4, A, = 3d/4). Auch in
diesem Fall ist R eine einfache Reskalierung und man erhilt fiir den vollen H .

Ao 1 1 1
RL[HL] _ —T/ddx/{ZT,TCTIIIJIZ-F2C/(V,1P/)2—h,l/7/+ZIIJ/4}

mit T/ = cb? 2728y = ¢p@=4)/2 Um die Skalendimensionen der Landau-Theorie zu erhalten,
diirfte nur die homogene Konfiguration vorkommen, was fiir c — oo erreicht wird. Man sieht
nun hier, daf fiir endliche ¢, ¢/ < c fir d < 4 gilt, d.h. fir d < 4 entfernt man sich vom
Skalenverhalten der Landau-Theorie.

Wir kommen nun zur systematischen Behandlung des *-~Terme als relevante Storung fiir das
Gauflsche Modell. Wir betrachten T > 0 (d.h. T > T,;) h = 0 und zerlegen ¢(x) = ¥~ (x) +
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Hier ist A = /7t der maximal auftretende Impuls. Damit wird

_ 1
Hp = /dd l/)> + l/’<) *C(V¢>)2 + EC(V¢<)2 +
+3 [0+l + eyl +abply. +yt] )
= Hy +Hg +HT +H +H (9o, ¥5),

wobei wir die Tatsache benutzt haben, da8 der quadratische Teil F( von #, beziiglich der iy
diagonal ist (H;", H; enthalten jeweils nur ¢~ bzw. ¢<). Wir wollen nun die partielle Spur
tiber die Freiheitsgrade ¢~ ausfiihren.

7= / Dy Dipo. Pl — / Dy i W)
Um H; zu berechnen schreiben wir

M = AT <eﬁqﬂ{¢>,¢<}+ﬁ;> Zo-
0>

o <<M{w<w>}+ﬁf ,1>>
= eHO +H; Z0,>e 0>,

Hier haben wir Zg~ = [Diy- ¢™o{¥>} und den Kumulantenmittelwert von S.182 benutzt
(J d?xj(x)A(x) = H1). ({ )~ wird mit 77 berechnet. Aus der letzten Zeile erhalten wir
dann

’)L_lL< :an0,> +7:l0< +7:l1<+ <<6HT{¢</¢>}+H1 _1>>0 .
,>
Den Kumulantenmittelwert berechnen wir jetzt in einer Storungsreihe nach u

i (u/4)"

= [ & (¢t +493p_ + 6292 +4y_y>)), . Aus dem Wick-Theorem wissen wir, daf
der Mittelwert in ein Produkt aus Paarmittelwerten zerféllt, die diagonal in den Impulsen sind.
Aus diesem Grund verschwinden Mittelwerte mit einer ungeraden Anzahl von ¢, z.B.

(2w, = ((w2v)),_ =0
e Ja (0, ) o0 v

Analog folgt fiir die Kumulante k»

Wir erhalten also:

b= b [ateals (({yh+apdy. 62yl +ap gt} x
<{yt +ayly oyl Fapoygll))
' ;1 P\ 2
= [dfaty {4343 (02 (0). (1200, (9 (K9 () o}

0,>
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Abbildung 9-15: Diagrammdarstellung der Kumulanten.

Aus den Diagrammen ist klar, dafd neben Termen, die von ihrer Struktur her schon in H, vor-
handen sind, auch neue Terme erzeugt werden. Dies sind sowohl konstante Beitrdge (ohne
duBere Enden) als auch (¢<)°-Beitriage. Der Eigenwertexponent konstanter Beitrige ist be-
kannt: A; = d. Es wird sich ferner herausstellen, dafd fiird = 4 — ¢, ¢ < 1 der Wert der
Kopplungskonstanten 1 am Fixpunkt klein (von der Ordnung e€) ist. Es geniigt daher, die Kor-
rekturen zu r, ¢ und u in linearer Ordnung in u zu berechnen, in dieser Ordnung gibt es aber
nur Beitrdge zu r und u, keinen Beitrag zu c. Dies impliziert unmittelbar # = 0 und damit
Ay = (d —2)/2 auch am neuen Fixpunkt (siehe Scaling im Gaufischen Modell!). Dies impli-
ziert weiter die Irrelevanz des °~Terms mit A\¢ = 2(3 —d) ind = 4 — €.

Den Beitrag zu r haben wir schon im Rahmen der Hartree-Fock-Nédherung ausgerechnet (ver-
gleiche 9.6, p.188). Wir erhalten

oH5 =or [dlxyR(x), o =3uTAi(rb), Ailrb) =Ky

Um die volle RG-Gleichung fiir r zu bekommen, miissen wir noch reskalieren (in dieser Ord-
nung wie am Gauflschen Fixpunkt). Dies ergibt mit ¢/ = =</, {* = b~%# in der Néhe des
Fixpunktes fiir den Koeffizienten von ¢? in #':

(r) = b*(r+ 3uTA:(r,b)).
Dieser Ausdruck 146t sich leicht von ein— auf n-komponentige Felder erweitern (y? — ¢2, y* —
(?)?). In diesem Fall ergibt das Hartree-Diagramm % einen Faktor n, das Fock-Diagramm
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_m_ einen Faktor 2. Man erhilt also in n—komponentigen Systemen !
(r) =V*[r+ (n+2)uT A:(r,b)] .

Zusitzlich miissen wir die Korrektur zu u berechnen. Hierzu tragt nur das vorletzte Diagramm
in k; bei. Dies ergibt

1
ou = —Zu272T Ay(r,b)

' g%~ 'dq 0A;

Az(?’,b):Kd/ N — .
0
o (r+cq?) r

Nach Reskalierung erhalten wir
u = b (1 - 18uT Ax(r, b)) .

Auch dieser Ausdruck lafst sich auf ein n-komponentiges Feld durch Berechnung der kombi-
natorischen Faktoren fiir die einzelnen Diagramme erweitern:

1 1 1
1 1 1
Vo R aw e ) SR
1 1 1 1 ! 1
72 — 2x2xnx2 + 4x2x4  + 2x2x2x4 = 8(n+8)

Damit erhalten wir fiir die RG-Transformation von H zu H’

(r) = P*[r+ (n+2)uT Ai(r,b)]
u' = b u[l—2(n+8)uT Ax(r,b)]

c = cC.

(9.28)

Im weiteren werden wir ¢ als festen Parameter betrachten. Zusétzlich werden noch konstante
Beitrdge in #' erzeugt, die von den Diagrammen ohne dufiere Enden herriihren, die fiir das
kritische Verhalten aber nicht von belang sind.

Wir miissen jetzt die Fixpunkte von (9.28) suchen. Zwei Fixpunkte existieren:
(i) Der Gaufische oder triviale Fixpunkt

r"=u*"=0.

1Um den n-komponentigen Fall zu behandeln ersetzen wir > durch ¢? = PaPpdyp und ¢* durch
%IIJ,X Yy slapys /4 wobeilypys = 0yp0ys + Ourydps + 00, ist und tiber doppelt auftretende Indices summiert wird.
Der kombinatorische Faktor 3 zum Hartree-Fock-Diagramm wird jetzt durch Iy1,56,s = 1+ 2617615606 = n+2
ersetzt. Der Faktor 72 - % . % (die Faktoren 1/2 -1/2 stammen von der Kumulantenentwicklung bzw. vom Vor-
faktor von 1), der in der Korrektur zu n erscheint wird durch 2I11,5l1105 = 2(0s + 2014015) (046 + 201,015) =
2(n+4+4) =2(n+8) ersetzt.
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Linearisierung um diesen Fixpunkt, r = r* 4- 6r, u = u* + éu, ergibt

6r' = b [or+ (n+2)6uTA1(0,b)]
sl = bv5u.

Diese Transformation hat die Eigenwerte A, = b2, A, = b* % und damit die Eigenwertex-
ponenten A, = 2, A, = 4 —d. Fird > 4ist A, < 0 und der Gaufische Fixpunkt ist stabil.
Dies ergibt die Exponenten der Ornstein—-Zernicke Theorie (A, = A;), dh.r =0, u = v =
1/2, v =1, 6 = 3, das Hyperscaling ist verletzt! Unterhalb d = 4 ist der Gaufssche Fixpunkt
instabil. Es ist ferner interessant zu bemerken, daf8 fiir n = —2 der RG-Fluf$ von r von dem von
u entkoppelt ist.

(ii) Der nicht-triviale Fixpunkt

x 1 (be_l) . _ . . o
u = 2(n+8) TAL(r, )b’ r'=—m+2)u*TA1(r*,b)/(1—b"7).

Fiir r* < cA? erhalten wir in erster Ordnung in € = 4 — d
Kd _ T*bz —e/2
A (r,b) = A |b° |14+ — —1].
2(r",b) ce [ < * cA2>

Wir nehmen zunédchst r*cl;\—zz < 1 an und zeigen dies dann nachtréglich. In diesem Fall erhalt

man fir u* (x* =exp (elnx) ~1+elnx+---)

s 1 (A e if+o(€2)
T n+8 2K; T\b) T n+82K;, T
Analog folgt
KA~ 2—d
Aq1(r,b) = 1-0

() ~ s (1= 1)

und damit
* _E n+2 C 2
To2n+8

Die Fixpunktwerte hdngen in der Ndherung O(e) nicht von b und den Startwerten r und u
ab! Der von uns in A; vernachldssigte Term ’C*Tb; = —%Z—iébZ ist fiir b von O(1) tatsdchlich viel

kleiner als 1.

Als ndchstes miissen wir die Stabilitit des neuen Fixpunktes untersuchen. Aus (9.28) folgt
nach Linearisierung (L hat hier Matrixdarstellung (g;l,) =L(M)

] r=r
r=r

219



Hierbei miissen wir rechts nur Terme der Ordnung e berticksichtigen! Mit a% = —Ap; und
u*Taﬂ — _ -1 . _ elnb.
or (n+8)b¢ (n+8)"

(or) = or [bz—Ziéelnb] +6u[(n+2)Th* A (r*,b)]
ou' = 6r[O(e*)] +6ull+elnb —2eInb].

Die Eigenwerte des linearen Operators, der die Transformation bewirkt, sind

n—+2 2,( 2)/ 8) n—+2
A = b2 — Inb ~ el (n+2)/(n+8) —n_
,=b n+8€nb b Ay =2 en—|—8
A, =1—€elnbx=b"° Ay = —€,

d.h. wir finden einen relevanten und ein irrelevanten Operator. Nach unseren allgemeinen
Uberlegungen miissen wir A, und v~! identifizieren

n—+2

n+8’

Fiir e = 0 erhalten wir den OZ-Exponenten v = 1/2, fiir n — oo folgt das Hartree—Fock—
Resultatv ! =2—e=d—2.

Ar=v 1 =2—¢

Wir wollen jetzt die Skalenfelder o}, die den Eigenwerten b" entsprechen, berechnen und be-

ginnen mit der Fluigleichung fiir die naiven Skalenfelder des Hamiltonians {¢;} = {dr,du, h,c, ...

die die Abweichungen von Fixpunkt beschreiben, aber noch nicht entkoppelt sind. Wir suchen
also eine Transformation & = Tj;o; so daf aus 7] = Lijfrj , 0] = b)"'ai folgt

0 = Tyor = LyTyoy — (T~ uLyTy = dab™,
oder in Matrixform
TILT=A.

A ist eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen A; = b". Seien A; die Eigenwerte von L
L- A =0,
dann folgt (|A - B| = |A] - |B)
0=|a-AE[=|T"LT-T"AET| = |T7||L-AE||Z]
= [L-AE

d.h. Aj = A;j. Wir betrachten jetzt die Eigenvektoren e; zum Eigenwert A;
(AJE—L)ej = 0

Y (Aidik — Lig)er; = 0.
X

T hat dann die Gestalt
l = (el,ez,. . .,ej) = (ei]') .

In unserem Spezialfall haben wir &, = dr, ¢, = du. Zum Eigenwert A, erhalten wir
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Oeq; + Lyyexr =0 e, = <1>
Oey, + (b/\” - bA")EZr =0

und zu A,
(bAr - b/\”)elu + Lyyex, = 0
Oe1, +0ey, = 0.
Wiéhlen wir ey, = 1, dann folgt ey, = L,/ (b)‘“ — bA’)

K; A2T _nd2p AT
%—(7’1"‘2){7 —>eu:< 41dc >

LT’M
bV — b

Wir erhalten daher

2
r— (1 —HPKET )
=" \o 1

Man kann jetzt neue Skalenfelder o, und o, einfithren, in denen die linearisierte RG-Transformation
linear ist:

2 AT
or = Tyo, + Ty0y = 0y — n: KdTFTu, ou=oy,.
Damit erhalten wir fiir neuen Skalenfelder o, = r + ”THKd%éu und ¢, = Jdu. Die kritische
Flache ist durch ¢ = 0, d.h. 6r = — ”T“Kd%éu gegeben. Dies entspricht der Verschiebung von

T¢, die wir bereits in der Hartree-Fock-N&herung berechnet haben (Kapitel 9.6, p.188).

9.10 Die Gell-Mann-Low Funktion, Null-Ladung und Alles das

In diesem Abschnitt wollen wir den Ausgangscut-off 71/6 = Ag nennen, Ag/b" = A ist dann
der cut-off nach dem n-ten Renormierungsgruppenschnitt. Die Kopplungskonstante unserer
Theorie ist u. Wir kénnen, analog zum Vorgehen bei der Migdal-Kadanoff-Renormierung, b =
1+ 6b mit 6b < 1 wiahlen. Wir erhalten dann nach dem n—ten Renormierungsgruppenschritt
beim Ubergang vom alten cut-off A zum neuen cut—off A(1 — db) = A — 6A

u()\(l—éb)> = (1+e€db)u(r) [1—2(n+8)u(;0 41212"-2 (1+(5f§_1”

2 KyT
2c2A§

u(A(1—06b)) —u(A)
Adb

abé()f\) = —€eu(A) (1 — u(A)) = —B(u).

u*

=eu(Ad)— (n+8)u

A

Die rechte Seite ist die sogenannte Gell-Mann-Low-Funktion B(u). u* = 2ec®A§/(K;T(n +
8)). Analog erhalten wir aus der Gleichung fiir r':
ar(A) n+2 ,u(A)

Y] = —2r—€n+8cx\0 e

A (9.29)
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Abbildung 9-16: B-Funktion.

Wir konnen die Reskalierung — den 2. Schritt der RG — auch weglassen. Wir erhalten dann
die effektiven Parameter 7.z(A) = 7(A) - (A/Ag)? und ueg = u(A) - (A/Ag)* in denen die
kurzwelligen Fluktuationen bereits ausintegriert sind. Dies sind die Parameter, die man in
einem Experiment messen wiirde. Befindet man sich direkt am kritischen Punkt, dann gilt der

RG-Fluf fiir alle A
et (M o,
anx €\ ) Mer/H

A ANC
Meff<)\) = u(/\ol/)l( O))\() ; — u* ()\0) firA — 0 (930)
=R (G -1)

Folgende Anmerkungen sind zu machen:

(i) Die effektive (physikalische) Kopplungskonstante uqg(A) verschwindet fiir A — 0, d.h
fiir grofie Langenskalen.

(ii) Ist man nicht direkt am kritischen Punkt, so werden die Integrale bei A = ¢! effektiv
abgeschnitten, d.h. A ist durch ¢! zu ersetzen (¢ ist Korrelationsldnge). Andererseits geht
fur A — Ap tegr(A) in tegr(Ag) = u, d.h. die “nackte” Kopplungskonstante tiber.

(iii) Korrekturen zu u werden merklich, wenn % (()\0/ A)E — 1) von O(1) ist. Ersetzt man

A=¢ -1 s0 entspricht dies dem Ginzburg—Kriterium.

(iv) Fir T = 0 verschwinden alle Korrekture.
(v) Ind = 4 Dimensionen geht ”(ML) ((/\0 JA)E— 1) in w u(Ao) In % iiber, d.h. ugg(A) —
2 Ao
Kde(Cn+8) (In3)~1.

Der Vollstandigkeit halber betrachten wir jetzt noch das entsprechende Resultat fiir reg(A). In
diesem Fall muss man die r—Abhéngigkeit von A; beriicksichtigen. Zunéchst erhdlt man analog
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ZU Uggr FUT A2 > T

et N+2Uegr o (Ao\©
Aa/\ n+8 u*/\c A )

a A
Fiir kleinere A muf3 rechts A%c durch —r. ersetzt werden (man sieht dies leichter, wenn man
die Gleichung fiir 7/ s betrachtet). Dies ergibt

A

alnreﬁc_en—i—z Ueff @ €
oA T n+8 ur \ A

oder integriert (reg(Ao) = 1)

2 = rgle ) = [14 2 (o0 —1)]

Die Losung dieser selbstkonsistenten Gleichung ergibt wieder den bekannten kritischen Expo-
nenten v fiir ¢.

Die erhaltenen Koeffizienten rqg(&~1) und ueg (&) sind die effektiven Parameter einer Landau-
Theorie, die die Fluktuationskorrekturen bereits enthélt. Auf skalen Ar > ¢ hat der effektive
Hamiltonian die Gestalt

Het = /ddx {;”eff(g) P>+ %C(atle)z + }L”eff(g) 1P4} :

Im asymptotischen Gebiet gilt For(&) ~ &2 ~ T, fleg ~ & € ~ T, die Transformation
T=1b", ¢ = ¢'b=%, x = xX'b 1aBt nun den Hamiltonian invariant. Das Ginzburg Krite-
rium, formuliert in den effektiven Grofien, ist nun auch im asymptotischen Gebiet erfiillt (wie
man leicht selbst nachpriift). Dies bedeutet, dafl wir auf H.¢ die Sattelpunktsapproximation
anwenden diirfen, um z.B. die Zustandsgleichung herzuleiten. Es gilt dann fiir ein homogenes
dufleres Feld

(reff(€> + Ueg(¢) 1/’2)1/) =h.

Man kann dieses Resultat benutzen um z.B. den Ordnungsparameter fiir T < T, auszurechnen

7

() =y? = Z!T\ [1 + %(()\06)6 B 1)}6/(H+8)

d.h.‘B: %—ﬁe.

Im Weiteren wollen wir den Zusammenhang zwischen den Resultaten fiir die ¢*~Theorie und
der Quantenelektrodynamik (QED) herstellen.

Fiir elementare Ladungen e gilt nach der nicht-relativistischen Theorie fiir deren Wechselwir-
kungsenergie im Vakuum das Coulombsche Gesetz V(r) = ¢?/r. Dies ist ein Fernwirkungs-
gesetz. Alle grundlegenden Wechselwirkungen sind aber tatsdchlich lokal. Wir miissen uns
daher die Coulomb-Wechselwirkung als Austausch von virtuellen Photonen vorstellen. Vir-
tuelle Teilchen spielen in der Quantenfeldtheorie eine dhnliche Rolle wie die Zwischenzustdande
in der quantenmechanischen Stérungstheorie zweiter Ordnung. Diese intermediédren Zustdnde
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konnen nur unter Verletzung des Energiesatzes erreicht werden. Bei den virtuellen Teilchen
(die in der Diagrammtechnik bestimmten inneren Diagrammlinien (Propagatoren) zugeordnet
sind) wird der Viererimpuls (p, %) zwar erhalten, aber der Zusammenhang zwischen Energie
und Impuls realer Teilchen E? = m?c* + c?p? wird verletzt.

Zwischen Ortsunschérfe Ag und Impuls p der Photonen besteht die Relation Ag ~ #/p. Je
kleiner der Abstand r ~ Aq der Ladungen wird, umso grofier wird p und damit die Energie
hw =cp =~ % der Photonen. Falls diese grofier als 2m,c? wird, d.h. fir r < n% = Acompton
3,8.10 'cm koénnen virtuelle Elektron—Positron—Paare erzeugt werden. Diese schirmen die
Ausgangsladungen wie Dipole ab und wir erhalten fiir die effektive Wechselwirkung der bei-
den Ladungen

e2

Vet (r) = )
wobei ¢(r) die dimensionslose Dielektrizitdtskonstante des (jetzt) polarisierbaren Vakuums ist.
Wir nehmen nun an, daf8 wir Vg(r) auf Skalen r < Acompton Untersuchen wollen. In diesem ul-
trarelativistischen Fall spielt die Ruheenergie c?m, der Elekronen keine Rolle mehr. In die Theo-
rie gehen als Parameter dann nur noch e, 1 und c ein. ¢(r) kann als dimensionslose Grof3e selbst
nur von dimensionslosen Grofen abhidngen. Die Kopplungskonstante ¢? der Elektrodynamik

kann daher in ¢(r) nur in Form der dimensionslosen Kombination 2/ (fic) = & auftretten.

4

Wollten wir ¢(r) direkt im Rahmen einer Storungstheorie in e?/ (fic) berechnen, wiirde man auf
(im Limes kleiner Langen oder grofier Impulse) divergierende Beitrdge treffen. Es ist ferner zu
beachten, dafs die virtuellen Elektron-Positron-Paare durch analoge Prozesse ihrerseits wieder
abgeschirmt werden. Wir wollen deshalb Gell-Mann und Low folgen und ein RG-artiges Ver-
fahren anwenden. Wir nehmen an, wir hitten alle Abschirmprozesse von Skalen 1" < r( bereits
beriicksichtigt, so dal wir die effektive Ladung e2.(ro) auf der Skala ry kennen. Wir kénnen
dann die effektive Coulomb-Wechselwirkung auf Skalen r > r( in der Form
Vige(r) = eai(r0) _ e (1)
re(e24(ro) /e, v/ 1) r

schreiben. Hierbei haben wir benutzt, daf ¢ als dimensionslose Grofie wieder nur von dimen-
sionslosen Grofien abhdngen kann. Dies ergibt

2o (r) = 22s(r0) €1 (@2(r0), 7/10),  €(@1) =1.
Wir wihlen nun r = ry + ér und erhalten fiir ér < rg

de~1 (2 (r0), €) ‘ or
a¢ t=oT0

22 (ro + 6r) — E(r0) ~ 2 (ro)

Im Limes 6r — 0 ergibt dies

"o e2(10)



Unter der spéter zu tiberpriifenden Voraussetzung, daf x = &%,(r’) im gesamten Integrations-
intervall klein ist, kann man ¢(x, ¢) nach x entwickeln und erhélt im Rahmen der Storungstheo-
rie e 1(x,&) = 1— %x In¢. Tatsdchlich konnen Langen nur in logarithmischer Abhédngigkeit
auftreten, da sich aus den drei Parametern der Theorie #, ¢, e keine Kombination bilden 1413,
die die Dimension einer Lange hat (vergleiche die Dimension von u in der y*-Theorie, die
L4~ war). Dies ergibt

r e (1 dx 3 1 1
In—=— — == —
10 (2732 2 [egff(ro) égff(r)]
eeff(ro)
oder
&2 70
2o (r) = 5 e_fzf( ) p (9.31)
1 + 377_[691:1:(7’0) ln %

Mit den Ersetzungen 2% (r) — u.4(A)/u* und r — (27)/A entspricht dies véllig dem Re-
sultat fiir die Kopplungskonstante der *~Theorie in d = 4 Dimensionen. Wir haben bei der
Ableitung von (9.31) angenommen, dafs 7 < Acompton ist. Nédhert sich 7 Acompton, dann werden
die Paarbildungsprozesse wenig effektiv und In (r/rp) ist durch In (Acompton/70) in (9.31) zu
ersetzen.

Nehmen wir, wie bei der *-Theorie an, daf} die mikroskopische, nackte Kopplungskonstan-
te, d.h. die “wahre” Elektronenladung durch &2.(r — 0) = & = ¢*/hc = r gegeben ist,
dann verschwindet fiir endliche r nach (9.31) die effektive Ladung &2,(r), d.h. wir wiirden
niemals Ladungseffekte beobachten, weil alle Ladungen perfekt abgeschirmt wéren. Diese
Phénomen wird als “Null-Ladung” bezeichnet. Als alternative Interpretation bietet sich an,
égff()\compton) = ¢%/hc mit der dimensionlosen Elektronenladung zu identifizieren. Man erhilt
dann auf Skalen r < Acompton

2
Coe(r) = 2 eze /{Re)
~ 37he In (Acompton/r)

mit dem unphysikalischen Ergebnis, daf &%, (r) auf Skalen r < Acompton €xp (— 37” %) ~ Acompton -

5,8-107%! ~ 2,2-10"?!cm divergiert. Allerdings ist diese Langenskala sehr viel kleiner als
die Planck-Lange ~ 10~33cm, bei der Effekte der Gravitation wichtig werden.

Die tiefere Ursache dafiir, daff es immer zur Abschirmung und nicht zur Anti-Abschirmung
kommt, liegt in der Abelschen Natur der Eichgruppe U(1).

In den sogenannten Yang-Mills-Theorie treten andere Symmetriegruppen auf, z.B. die SU(n),
die nicht mehr Abelsch sind. Das Vektorpotential A, ist hier ersetzt durch n* — 1 Vektorfel-
der A;, u=1...,N(= n? — 1), die nicht mehr alle kommutieren, wie im abelschen Fall.
Die Theorie dieser Felder allein ist schon nicht-linear und wird durch eine Kopplungskon-
stante ¢ beschrieben. Gross und Wilczek und Politzer zeigten 1973, daf fiir ry < r folgende
Skalenabhéngigkeit gilt:

83&(7)
1+ (&n—B)g%(r)In(r/ro)
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Fir v = 2n — B > 0 kann g%(r,) tatsdchlich auch kleiner als g%(r) sein.  héngt von der
Natur der Teilchen ab, mit denen das Vektorfeld wechselwirkt. Fiir Dirac-Fermionen ist dies
B = 1/(37). Bei v Sorten von Dirac-Fermionen wird f = v/(37) und damit ist fiir v < %n
der Koeffizient im Nenner positiv. Fiir sehr kleine ro geht deshalb g%(r,), man nent dieses
Verhalten “asymptotische Freiheit”

In der Natur ist dieser Mechanismus im Rahmen der Quantenchromodynamik realisiert (QCD).
Die elementaren Fermionen sind die Quarks (v = 6:u, d, ¢, s, t, b, jedes davon erscheint in dre
Farben “blau, gelb, rot”), die Symmetriegruppe des Eichfeldes (Gluonen) ist die SU(3), da nur
die beiden leichten Quarks eine Rolle spielen, ist v = 2 < 33/2. Man sieht andererseits,
daf3 fiir grofie r ggff(r) unbeschrankt wéchst, dies konnte die Unbeobachtbarkeit der Quarks
erkldren.

“Asymptotische Freiheit” 14f3t sich auch in der statistishen Physik beobachten. Wir betrachten
die Flussgleichung der Kopplungskonstante K = % des Isingmodells, die wir aus der Migdal-
Kadanoff RG gewonnen haben. Mit & = r erhalten wir fiir kleine K~ = T

=1
dK~'(r) _ 1, Lo
oder in integrierter Form
_ Kil(i"o) 1
K (r) = — , Ke= .
1 KK;(IO) ((%)d—l 1) 2(d—1)
Im Limes d — 1 + 0 folgt
K*l( ) K_l(ro)
— 1K~Y(ro) In (r/10)
und K-1(r)
K~} (ro)

T 1+ 1K (r)In(r/r0)

d.h. die Kopplungskonstante K~!(ry) verschwindet fiir rp — 0. Im Gegensatz zur Quanten-
feldtheorie eixistiert hier aber mit der Gitterkonstanten a eine kleinste Skala ry = a.
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Anhang A

Liste von verwendeten Symbolen

A
A
A
A
A
Al
A(R(8),1)
a
a
B
B
B,
C
Cp
Cy
Ca
[
o
cN
N
d
E
E
Eo =H(p,9)
¢
F
Frot
Fvib
F(1/T,N,V)
Jéj = exp(—pU;j) — 1
G(T N,p)
G(1/T,N, p/T)
g
g = wi/I
S(En
H
a
H;
HMF
H( P)
Zi(w, t)
h=H/T
h=h/(2n)
I Jij
J(T,u, V)
J(X, M)
JE
Im
J+

=]J/T
Ke=]/T;
Ks
Kt
K(t)

Arbeit

Druckkorrekturparameter fiir vdW-Gas
Oberfldche

Vektorpotential

hermitischer Operator

Virialkoeffizierlt

Funktion von X, Observable

mittlerer Teilchenabstand

renormierte Gitterkonstante
Volumenkorrekturparameter fiir vdW-Gas
Magnetfeld

Beitrag aller [-Teilchencluster

spezifische Warme

Wairmekapazitit bei konstantem Druck
Wairmekapazitit bei konstantem Volumen
Konzentration der Komponente i in Phase «
Lichtgeschwindigkeit

Clusterintegral des i—ten Clusters
Gibbs-Faktor

Gibbs—Faktor fiir Super-I'-Raum
Dimension

Gesamtenergie

elektr. Feld

Energie eines abgeschl. mech. Systems
Zahle der Punkte im i—ten Cluster

freie Energie

Rotationsanteil der freien Energie
Vibrationsanteil der freien Energie
Massieu Funktion

Zahl der Freiheitsgrade

Faktor L Clusterverbindungslinie
Gravitationskonstante

Gibbssches Potential, freie Entropie

Gibbs freie Energie

unvollstindige magnetische freie Enthalpie
Entartung, Zahl der Mikrozustédnde in einer Zelle i
Entartung des Energiewertes E,
Magnetfeld

Hamiltonoperator

dufleres Feld bei Ising-Modell
Molekularfeld bei Ising-Modell

Enthalpie

Molekularfeld-Hamiltonian
Hamilton-Funktion

Plancksche Konstante
reduziertes duSeres Feld bei Ising—Modell

Plancksches Wirkungsquantum

Kopplungskonstante fiir Ising-Modelle

Planck—Massieusche Funkt10r232

Indikatorfunktion

Indikator auf Zustdnde zwischen E und E + AE

Indikatoroperator

symmetrisierender Operator

Kopplungskonstante bei Ising-Modell

Kopglungskonstante am Phasentibergangspunkt
iabatische Kompressibilitét

isotherme Kompressibilitat

kosmische Krummung

- 11 1 >, . ~



Lagrange-Funktion

Drehimpuls
Schwarzschild—Radius

Grofie des sichtbaren Universums
Drehimpuls

Planck-Lange

Makrozustand

Magnetisierung

M und N; im thermischen Gleichgewicht

Gesamtzahl der moglichen beobachtbaren Makrozustande
Masse von Teilchen

Zahl des i—ten Cluster in N-Punkte-Graph
Spinmittelwert

Planck-Masse

Gesamtteilchenzahl

Besetzungszahl einer Zelle im y-Raum, Teilchenzahl
Zahl der Ensemble im Makrozustand M
Teilchendichte im p-Raum

Zahl der Teilchen im Grundzustand
Zahl der Teilchen im Zustand |«)
Observable im Phasenraum
Makroobservable

Makrooperator

Druck

Polarisation

Permutationsoperator

Impuls

kritischer Druck

verallgemeinerte Impulse

Impuls der Relativbewegung
Einteilchenzustandsdichte

Wahrscheinlichkeit eine Kopie im reinen Zuatand | X, ) zu finden

Waérmeenergie

Gesamtheit der inneren Freiheitsgrade
Konfigurationsintegral
verallgemeinerte Koordinaten
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R Zahl der Phasen in System

R(¥) kosmischer Skalenfaktor
S(E,N,V) Entropie
Sg(M) Boltzmann-Entropie
Ens Entropie eines Ensembles
S¢=S Gibbssche Entropie
S; Spinwert
S; ?ymmetriezahl des i—ten Clusters
T emperatur
T; kritische Temperatur
T; Inversionstemperatur bei Joule-Thomson-Prozefs
tHA) Aufenthaltszeit in Gebiet A in T’
t(M) Aufenthaltszeit von X (t) in T'(M)
Uy Hilbertraum
U(r) Wechselwirkungsenergie von Molekiilen oder Atomen
u(w) Energiedichte von Strahlung
Vv Volumen
Ve kritisches Volumen
v=V/N Volumen pro Teilchen
W(M) statistisches Gewicht
w(E) Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Energie
w(M) Wahrscheinlichkeit der Funktion in Zustand M
XerT Vektor im Phasenraum (d = 2f)
|Xy) Zustandsvektor in Uy mit v Satz von Quantenzahlen
X =¢ep//T dimensionslose GrofSe fiir Quantenfall
% Einteilchen-Zustandssumme
Z(gk) (T, 1) gro8kanonische Zustandssumme
z 5\1;) (T,N) kanonische N-Teilchen Zustandssumme
Z;J,n k) (E,N) mikrokanonische N-Teilchen Zustandssumme
z Zahl der ndchsten Nachbarn
z=exp(u/T) Fugazitit
ap Koeffizient der isobaren Warmeausdehnung
Xg Koeffizient der adiabatischen Warmeausdehnung
«, B Lagrange-Multiplikatoren
«,B,0,vv kritische Exponenten
Qexp, Bexpr Fexps Yexp experimentelle kritische Exponenten
&MF, BPMF, OME, YME, VmE  kritische Molekularfeldexponenten
«op, Bap, 92D, V2D kritische Exponenten in 2 Dimensionen
B= B inverse Temperatur
i Lagrange-Parameter
v Druckkoeffizient
r(Mm) zum Makrozustand M gehorender Teil des Phasenraums
|T(M)| Volumen von T'(M)
rs Super-I'-Raum
Tiotar gesamter von X(t) erreichbarer Teil des Phasenraums (bei H = E  T;pp0 = Q)
[T5(Nps - Nagi)| Volumen von I'®
dI'=dg;...dpy Phasenraumvolumenelement
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Mes M Carnot
6
Ap
Ac
Ap

o DU T D D RS

Fermienergie

Fermienergie des relativistischen Falles
Energie eines Teilchens in w;
Energiedichte im p-Raum
Energieeigenwert der Rotation
Energieeigenwert der Vibration

Energie von Teilchen mit Impuls p
Energieanteil aus inneren Freiheitsgraden
Energie von Teilchen im Zustand |«)
Deformationstensor

Riemannsche Zeta-Funktion
Ordnungsparameter

Wirkungsgrad des Carnotprozesses
Energiefaktor bei Rotation

Energiefaktor bei Vibration

thermische de-Broglie Wellenldnge
Comptonwellenldnge

de Broglie-Wellenldnge fiir relativistische Teilchen
chemisches Potential

Frequenz

Korrelationslédnge

Dichtematrix, Dichteoperator

grobe Dichtematrix

Ensemble-Dichte im Phasenraum

feine Ensemble-Dichte im Phasenraum
grobe Ensemble-Dichte im Phasenraum
kanonische Dichte

mikrokanonische grobe Dichte
groSkanonische Ensembledichteoperator
mikrokanonische Dichteoperator
Oberflichenspannung
Stefan-Boltzmann-Konstante
Spannungstensor

reduzierte Temperatur

magnetische isotherme Suszeptibilitdt

‘H = E Hyperfldche im Phasenraum
Kreisfrequenz

Flacheninhalt der H = E-Hyperfldche im Phasenraum
mikrokanonische Zustandsdichte
Volumen einer Zelle im y-Raum (d = 6)
Wellenfunktion

thermodynamisches Potential, Kumulantenerzeugende
Exponent fiir Poissonsche Adiabatengleichung
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